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Ex 1 Propriétés fondamentales des estimateurs T

Soit (X1, Xa,...,X,) un n-échantillon d’une variable aléatoire X d’espérance p = E(X) et de
variance o2 = Var(X) finies. On définit les estimateurs suivants :

1 n
_12)(@- =%
=1

1. Rappeler les définitions d’un estimateur sans biais et d’un estimateur convergent.

Estimateur sans biais : Un estimateur 0,, du paramétre 0 est dit sans biais si E(én) =0
pour tout n.

3 . A . .5 P
Estimateur convergent : Un estimateur 6, est dit convergent si §,, —— 6 (convergence en
n—00

probabilité vers 0).

2. Les trois estimateurs T, T et T3 sont-ils des estimateurs sans biais de p 7 Justifier.

Pour Ty :E(Th) =E(2X7 , Xi) =13" EXi)=21xnu=p
Donc T4 est sans biais.
Pour T2 : E(Tz) = ﬁz:;lE(X-b) = % = X

Donc T3 est biaisé. Le biais est b(Tz) = 5.
Pour T35 : E(T3) = E(X1) = p

Donc T3 est sans biais.

#

n— 1

3. Calculer la variance de chacun des trois estimateurs.

Pour T3 :
n 1 n 2
Var(T1 = Var < Z ) = —2 2 X n0-2 = %
Pour T5 :
2
Var(Tg = ZV&I‘ ﬁ
Pour T3 :

Var(T3) = Var(X;) = o”

4. Parmi les estimateurs sans biais de pu, lequel est le plus efficace ? Justifier.

Les estimateurs sans biais sont 77 et T3.

On a Var(Th) = ﬁ et Var(T3) = o°.

Pour tout n > 2, on a Z- 2 - o2, donc Var(T}) < Var(13).

Par conséquent, T1 (la moyenne empirique) est estimateur le plus efficace parmi les estimateurs

sans biais proposés.
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5. On définit l'erreur quadratique moyenne (EQM) d’un estimateur 0ded par :

EQM(9) = E| (@ - 0)?]

~ ~

Montrer que EQM(@) = Var(é\) + b2(5) ou b(0) = E(f) — 0 est le biais.

On pose b = E(6) — 6. Alors :
EQM() = E [0 - 0)°]
~E[@-E@® +E@) - 0)°]
—E[(@—E@®)’] +2E [0 - E®)E®) - 0)] + EB) - 0)?
Le terme du milieu vaut :

2(E(9) — 0) x E[6 — E(0)] = 2(E(0) —6) x 0 =0

A~ ~

Dot : EQM() = Var(d) + b%(9)

6. Calculer 'erreur quadratique moyenne de chacun des trois estimateurs. Quel est le
meilleur estimateur de p au sens de 'EQM ?

Pour T} : EQM(T}) = = +02 -2

Pour T : EQM(T) = (n o+ (n 1)2 I,

Pour T3 : EQM(T3) = 02 + 02 = o2

Pour comparer les estimateurs, on analyse leur EQM pour n > 2 (en supposant o2 > 0).
Comparaison de T; et T3 : On a clairement EQM(7T1) = "72 < 0?2 = EQM(T3). Donc T} est
meilleur que 7T5.

Comparaison de T} et T2 Pour n =2, onan®> (n—1)> ce qui implique ﬁ > 1. Par
conséquent, Var(Tz) = (n 1)2 > 2 = EQM(T1). Comme EQM(T:) = Var(T2) + b(T2)? et que
le terme de biais au carré est pos1t1f ou nul, il s’ensuit que EQM(7%) > EQM(T1).

Conclusion : En comparant les trois, 71 est ’estimateur qui possede la plus faible erreur

quadratique moyenne pour tout n > 2.

m Lois statistiques et étude d’estimateurs Bk

On considére un échantillon (X;) de taille n = 5 dans une population suivant une loi normale
de parameétres p et o2. On pose

1 1 1 1
Ti=->X, Th= S(+Xo)+ 2 (Xa+ Xa+ X5) Ty = 5 (2X14+3X5)+ o (X3+2X4+ X5)

5 5
1 1
U==5) (Xi—p)? V=5 (X-T)?
g =1 g 2=l

1. Quelle est la loi suivie par la variable X; — X5 7 Justifier.
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D’apres le cours, X; — X» suit une loi normale d’espérance E(X; — X2) = u — p = 0. Par
indépendance, V(X1 — X2) = V(X1) + (—1)?V(X2) = 20°.

2. On cherche a estimer y a ’aide des estimateurs 17, T, T5. Etudier leur biais et comparer
Iefficacité des estimateurs sans biais.

Par linéarité de I’espérance, on calcule E(T1) = 2£ = p, E(T2) = 22 + 22 E(73) = p. Par
conséquent, B(Ty) = B(T5) = 0 et B(Tz) = E(T3) — pn = 2.
Pour comparer Defficacité des deux estimateurs sais biais, on calcule leur EQM (ce qui revient

a calculer leur variance.) Par indépendance des variables, on a :

V(Ty) = % < V(Ts) = 1‘;5‘62. Le plus efficace est donc l’estimateur 77 qui est la moyenne

empirique.

3. Quelle est la loi suivie par la variable U ? la variable V' 7 justifier.

U = Zle (Xi;” )2 ; or les X; sont des variables aléatoires indépendantes et % suit une loi
N(0,1) donc par définition, U suit une loi de x?(5).
De plus, 71 = X est I’estimateur de moyenne empirique donc d’aprés le théoréme de Fisher, V

suit une loi de x*(5 — 1) = x*(4).

4. Déterminer z € R tel que P(U > x) = 0,05.

On lit dans la table de loi P(U < z) = 0,95 pour z = 11,07.

5. En utilisant 77 et U, construire une variable Y qui suive une loi de Student dont on
précisera le parametre.

On pose Z = Lz variable distribuée selon une loi A/(0, 1). Soit alors Y = \/% : par définition,
I 5
Y suit une loi St(5). Apreés simplification, on peut réécrire Y = 7;1 =,
5
Ex 3 Maximum de vraisemblance pour une loi géométrique [ond

On rappelle qu’une variable X suit une loi géométrique de parametre p €]0; 1] si X est & valeurs
dans N* = {1;2;3;...} et si pour tout k € N*

P(X = k) =p(1 —p)*!

On cherche a estimer ce parametre p a partir d’un échantillon.

1. On considére un échantillon (X7, X, X3, X4, X5) ayant pour loi meére une loi géométrique
de parameétre p et on suppose que la suite (3;4;4;2;3) constitue une réalisation de cet
échantillon.

(a) Exprimer la fonction de vraisemblance associée a cet échantillon.
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D’apres le cours, la fonction de vraisemblance associée a cet échantillon est donnée par :
L(p) = P(X1 = 3) x P(X3 = 4) x P(X3 = 4) x P(X; = 2) x P(X5 = 3)
= p(1=p)* x p(1 =p)* x p(1 = p)* x p(1 —p) x p(1 — p)°
=p’(1-p)"

(b) En déduire une estimation de p par la méthode du maximum de vraisemblance.

On cherche & maximiser la fonction L sur |0; 1[. Pour cela, on calcule la dérivée de L :

L'(p) =5p*(1—p)'' —11p°(1 — p)*°
=p'(1-p)'°(5 - 11p)

La fonction L est dérivable sur ]0;1[ et L'(p) = 0 si et seulement sip =0, p=1oup = %
Or, L(0) =0, L(1) =0 et L() > 0.
Donc, L admet un maximum en p = .

En conclusion, la valeur la plus vraisemblable pour p est % Il s’agit donc d’une estimation

du parametre p par la méthode du maximum de vraisemblance.

2. Afin de déterminer un estimateur de p, on considére maintenant un n-échantillon

(X1, ...

, Xp) ayant pour loi meére une loi géométrique de parameétre p et n entiers non

nuls (1, ..., z,) constituant une réalisation de cet échantillon.

(a) Exprimer la fonction de vraisemblance associée a cet échantillon.

L(z1,...;Zn,p) = P(X1 = 21) X ... x P(X5 = )

)zl—l )zn—l

X..xp(l—p
)ﬂc1+m+xn—n

=p(l—p
=p"(1-p

(b) En utilisant la méthode du maximum de vraisemblance, déterminer un estimateur
du parameétre p.

On cherche & maximiser la fonction L sur ]0; 1[. Pour cela, on calcule la dérivée partielle
de L par rapport a p :

aL n—1 T1+...+xTpn—n n z1+...+xpn—n—1
a*p(wl,--~7wn,p)=np (I-p) P =pt(@ At Az —n)(1—p) !

)r1+.“+xn7n—1(

=p"71(1—p n—(z1+ ...+ Tn —n)p)

La fonction L est dérivable sur ]0;1[ et %(p) = 0 si et seulement si p = 0, p = 1 ou
p=a

-
Il M3
=

g

Or, L(0) =0, L(1) =0et L [ &~ > 0.
DI
i=1
Donc, L admet un maximum en p = —*—.
IR
i=1
Ceci étant vrai pour toute réalisation (x1,...,2,) de I’échantillon, on en déduit que p =

n

- est un estimateur du parameétre p par la méthode du maximum de vraisemblance.
2 X
i=1
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m Estimation du parameétre d’une loi i

On fixe un réel a > 0 et on définit une variable aléatoire X sur N dont la loi de probabilité est

définie par
ak

T (14 a)kt

pour tout k € N.
A Taide de la méthode du maximum de vraisemblance, définir un estimateur de a et déterminer

son biais.

On définit un échantillon X, ..., X,, et on considére la probabilité que cet échantillon réalise un ensemble
de valeurs V' = {z1, ...,z }. La fonction de vraisemblance s’écrit alors

n

@ a%k a> Tk
L(z1,..c;Tn,a) = P(X1 =1, ..., X, = Tp) H H T+ amr = 0+ a)Senti

On dérive ce quotient par rapport a a, on factorise par a> T (] 4 a)"Jrz “k~1 et on trouve que

n n

%(xl,...,xn, Z (1+a)—aln+ Z = %Zn:

da —

On a donc trouvé un meilleur estimateur du parameétre a selon la méthode du maximum de vraisem-
blance : il s’agit de l'estimateur 7' = £ > X;.

Reste & calculer le biais de cet estimateur, autrement dit & calculer B(T') = E(T — a). Or pour tout
entier ¢, X; suit la loi définie ci-dessus et on espérance se calcule de la maniére suivante :

]E(Xi)=ikP(Xi=k)=Zn]k(a)k_l - - ! x —L ___gq
=0 =oR SR ) (1_u)2 (1+a)2

14+a

Donc B(T) = L xnxa—a=0:lavariable T est donc un estimateur sans biais du paramétre a.

m Estimation des parameétres d’une loi normale Pk

On considére un échantillon X7, ..., X;, suivant une loi normale N (u, o). On cherche un esti-
mateur de p et de o par la méthode du maximum de vraisemblance. On note (z1, ..., z,) une
réalisation de cet échantillon. On rappelle que la densité d’une loi normale est

1 _(a—mw)?
(&} 202

1. Exprimer la fonction de vraisemblance L(z1, ..., 2y, i, 0), puis son logarithme.

2. Dériver In L(x1, ..., Ty, pt, 0) par rapport a f.
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Oln L(21, ..., Tn, pt,0) i Ti— [
o _i=1 o2

3. En déduire un estimateur de pu.

Oln L(x1, ..., Tn, 4, 0) N i — a 1
=0 =0 i —nu =0 =2 q
o @Z; p @Z;m nu = n;x

donc o = £ 37" | z; est un estimateur de p.

4. Déterminer un estimateur de o avec une démarche analogue.

Ol L(z1,...,Tn, 1,0) _ i (zi —p)° n
oo = o3 o
Ol L(z1,...,Tn, 1,0) & (i —p)?  n > 2 2
P =O©;T—;=O©i;(mi—u) = no
2 1¢ 2
s0° == Z(xz )
=
donc & = 4/L 3" (z; — p)? est un estimateur de o.
m Estimateurs et intervalles de confiance o0

Un centre médical mene des études statistiques sur le taux de cholestérol de son personnel,
mesuré en centigramme par litre de sang. Les observations sur 20 individus supposés sains,
tirés au sort, sont les suivantes :

Taux de cholestérol en cg 120 | 160 | 200 | 240 | 280 | 320
Nombre de sujets observés | 2 4 ) 4 3 2

Le taux de cholestérol chez un individu sain (noté X) est supposé suivre une loi normale.

1. Donner une estimation Z de I’espérance mathématique de X et une estimation s? de la
variance de X. On précisera les estimateurs choisis et on en donnera les propriétés.

Avec Destimateur usuel X, on obtient & partir de la réalisation de cet échantillon de taille 20
une estimation T = 216. Avec l'estimateur de variance corrigée S2, on obtient une estimation

de la variance s ~ 3604,21.

2. Donner 'intervalle de confiance de I’espérance de X, centré sur T, au risque a = 0.01.

Au vu de la taille de ’échantillon, la variable mére est supposée suivre une loi normale donc on
utilise une loi de Student St(19) pour calculer la réalisation de I’intervalle de confiance avec la
formule du cours : on trouve [177,5; 254,5].

Feuille de calcul
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Ex 7 Intervalles de confiance ki

Une association de consommateurs a effectué une enquéte sur le prix d’un produit dans le
supermarchés. Pour ce produit, les prix suivants (en euros) ont été relevés dans 7 supermarchés
différents :

52 52 43 51 69 55 49

1. En supposant que le prix X de ce produit est distribué selon une loi normale N (u, o),
calculer une estimation = de I'espérance E(X) et une estimation s de 1’écart-type o(X).
On précisera les estimateurs choisis et on en donnera les propriétés.

Avec l'estimateur usuel X, on obtient & partir de la réalisation de cet échantillon de taille 7 une
estimation Z = 53. Avec 'estimateur de variance corrigée S%, on obtient une estimation de la

variance s> &~ 63,667 d’otl une estimation de 1’écart type de 7.98.

2. Déterminer les intervalles de confiances symétriques au seuil de 90% et 99% centrés en
u=E(X).

Au vu de la taille de ’échantillon, la variable mére est supposée suivre une loi normale donc on
utilise une loi de Student St(6) pour calculer la réalisation de l'intervalle de confiance avec la

formule du cours :
Au seuil de 90%, on obtient I'intervalle [47.1;58.9] ;
Au seuil de 99%, on obtient I'intervalle [41.8;64.2].

Détail des calculs sur tableur

m Intervalles de confiance by

Pour étudier le degré de pollution des eaux d’une riviere par les déchets d’une usine, on mesure
la teneur en milligrammes d’un certain polluant par litre d’eau.

1. On effectue 17 mesures pour lesquelles les valeurs observées des teneurs en polluant ont
une moyenne de 5.2 mg/L et un écart-type de 1.2 mg/L.
(a) Donner une estimation sans biais de la moyenne et de ’écart type de la teneur en
polluant dans cette riviere.
(b) Donner un intervalle de confiance au seuil de 5% pour la teneur moyenne en polluant
de cette riviere.

(c) A partir de ces résultats, peut-on considérer que l'usine respecte la législation en
vigueur selon laquelle cette teneur moyenne en polluant ne doit pas dépasser 7 mg/L 7
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(a) La moyenne observée sur 1’échantillon, T = 5.2 mg/L, est une estimation ponctuelle et
sans biais de la moyenne de la teneur en polluant. L’écart-type observé de 1.2 mg/L
est une estimation biaisée. Pour obtenir une estimation non biaisée, on calcule d’abord
la variance non biaisée (ou corrigée) s° : s> = —" x (écart-type obs.)” = 1 x (1.2)° =
1.53. L’estimation non biaisée de I’écart-type est donc s = 4/1.53 ~ 1.237 mg/L.

(b) L’écart-type de la population est inconnu et la taille de D’échantillon est faible
(n = 17 < 30), on utilise donc une loi de Student & n — 1 = 16 degrés de liberté.
On suppose que la distribution de la teneur en polluant est normale. Le quantile
t16;0.025 est d’environ 2.12. L’intervalle de confiance est donné par = + tn_l;a/gﬁ.

1.C.o50 = [5.2 ~2.12x L2759 4 212 x 1;%7} ~ [5.2 — 0.636; 5.2 + 0.636]. L’inter-

valle de confiance est donc environ [4.56 ; 5.84] mg/L.

(c) La borne supérieure de l'intervalle de confiance, 5.84 mg/L, est inférieure & la limite
légale de 7 mg/L. Au niveau de confiance de 95%, on peut donc considérer que 'usine
respecte la législation.

2. On suppose ici Iécart type de la population connu et égal a 1.2 mg/L. Combien de
mesures devrait-on faire pour estimer la teneur moyenne en polluant avec une précision
de 0.1 mg/L au niveau de confiance 95% ?

L’écart-type de la population o étant connu (o = 1.2), on utilise la loi normale centrée réduite.
La précision souhaitée d = 0.1 mg/L correspond a la marge d’erreur (ou demi-longueur de
Pintervalle). La formule de la marge d’erreur est d = z, /2%.

On cherche n tel que d < 0.1. Pour un niveau de confiance de 95%, zq/2 = 20.025 ~ 1.96.

On doit donc résoudre ’inéquation : 1.96 x % <0.1

Soit \/ﬁ? 1.98?;1.2

N/ = 23.52

n > (23.52)2

n = 553.19

Comme n doit étre un entier, on doit effectuer au minimum mesures.

Détail des calculs sur tableur

Intervalle de confiance pour une proportion [oo]

On effectue un contrdle de fabrication sur des pieces dont la proportion p est défectueuse.

1. On contrdle un lot de 200 pieces et on trouve n = 24 pieces défectueuses. Donner les
intervalles de confiance pour I'estimation de p, au risque a = 0.05.

On commence par calculer la fréquence observée de pieces défectueuses : f = & = % = 0.12.
Le risque étant @ = 0.05, le niveau de confiance est de 1 — a = 0.95. Pour un intervalle de
confiance bilatéral, on cherche la valeur de z,/; telle que P(—2q/2 < Z < 242) = 1 — o, o1t Z
suit une loi normale centrée réduite. Pour un niveau de confiance de 95

On peut maintenant calculer les bornes de l'intervalle de confiance : La marge d’erreur est

E = 2404/ 1050 = 1,964/ 2220=0-12) 1 96,/ 21056 ~ 1.96 x 0.02298 ~ 0.045.

L’intervalle de confiance est donc : I = [0.12 — 0.045; 0.12 + 0.045] = [0.075; 0.165].

On peut donc estimer, avec un risque d’erreur de 5

2. Combien faudrait-il contrdler de piéces pour que, au risque o = 0.05, U'intervalle de
confiance centré soit d’amplitude 0.04 7
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L’amplitude A de l'intervalle de confiance est donnée par A = 2 x E = 2 X z4/2 i (ln_f ) On
souhaite une amplitude A = 0.04, avec un risque a = 0.05, ce qui donne z,/2 ~ 1.96.
On a donc 'équation : 0.04 = 2 x 1.964/ L0110,
Pour la fréquence f, nous pouvons utiliser I’estimation de la question 1, soit f = 0.12. 0.04 =
3.924/21202012) 0.04 _ | J0.1056 (0.04y2 _ 0.1056 ,, — (1056 x (2:22)2 = 0.1056 x (98)% =
0.1056 x 9604 ~ 1014.18.
Comme le nombre de pieces doit étre un entier, on arrondit a l’entier supérieur. Il faudrait
donc contréler n = 1015 pieces pour obtenir une amplitude d’intervalle de confiance de 0.04 en
utilisant I’estimation de la proportion de 12
Alternative : Si on ne dispose d’aucune estimation pour la proportion p, on se place dans le cas le
plus défavorable qui maximise l'incertitude. La variance f(1 — f) est maximale lorsque f = 0.5.
no=f(1—f) x (Z522)2 = 0.5(1 — 0.5) x (2L98)% = .25 x (98)2 = 0.25 x 9604 = 2401.
Sans estimation préalable de la proportion, il faudrait controler 2401 piéces.

Etude compléte d’un processus industriel 5704

Une entreprise fabrique des cables électriques dont la résistance R (en ohms) est modélisée par
une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A > 0. La densité de cette loi
est donnée par :

f(xz) =Xe™® pour z =0

On rappelle que pour X ~ E(A) : E(X) = } et Var(X) = %
Pour controler la qualité de production, on mesure la résistance de n = 10 cébles tirés au
hasard. On obtient les valeurs suivantes (en ohms) :

23 18 31 27 15 29 21 34 25 19

Les normes de I'industrie exigent que la résistance moyenne des cables soit au moins égale a
2.5 ohms, c’est-a-dire E(R) > 2.5.

1. Exprimer la fonction de vraisemblance L(ry,...,710,A) associée a cet échantillon, ou
ri,...,7r10 désignent les valeurs observées.

La fonction de vraisemblance est le produit des densités :

10

—Ar; 10 A0 ry

L(ry,...,r10,A) = 1_[)\6 T = A0 A2ii
i=1

2. En utilisant la méthode du maximum de vraisemblance, déterminer un estimateur An
du parametre A & partir d'un n-échantillon (Xy,...,X,).

OnalnL =nlnX— X" X
En dérivant : 282 =2 3" X, =0
D’ou l'estimateur du maximum de vraisemblance :

A n

1
An= e = —
Zi:l X Xn

3. L’estimateur /A\n est-il sans biais ? Justifier.
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L’estimateur est biaisé. Par I'inégalité de Jensen (car = +— 1/x est convexe sur R¥), on a :
]E(K@:E(;) >+ 1y
Xn E(X,) 1/X

Donc IA\n est biaisé positivement. Cependant, il est asymptotiquement sans biais.

4. Calculer une estimation A\ du parametre A\ a partir des données observées.

—_ 1N10 . _ 242 _
On calcule 7 = 15 >,,_; 7 = 55 = 2.42 ohms.

Donc \ = ﬁ ~ 0.413.

5. En déduire une estimation ponctuelle de 'espérance E(R) de la résistance.

—

L’estimation de l'espérance est E(R) = = = 2.42 ohms.

1
b

6. On admet que pour un n-échantillon de loi exponentielle £(\), la variable 2AnX,, suit
une loi du chi-deux & 2n degrés de liberté. Déterminer un intervalle de confiance & 95%
pour le parameétre .

Xg 025,20 Xg 975,20
Avec n = 10, 7 = 2.42, X(Q),O%)QO ~ 9.59 et X3.975,20 ~ 34.17, on obtient :

9.59 34.17
20 x 2.42° 20 x 2.42

ICo59%(N) = [ ] ~ [0.198,0.706]

7. En déduire un intervalle de confiance a 95% pour l'espérance E(R).

Puisque E(R) = 1/, on inverse les bornes :

1 1

1Cos5%(E(R)) = [m 0.198

] ~ [1.42,5.05] ohms

8. Au vu de ces résultats, peut-on affirmer avec 95% de confiance que ’entreprise respecte
les normes de 'industrie (E(R) > 2.5 ohms) 7 Justifier votre réponse.

Non, on ne peut pas laffirmer avec 95% de confiance. En effet, I'intervalle de confiance
[1.42,5.05] contient des valeurs inférieures a 2.5 ohms. La borne inférieure (1.42 ohms) est
méme nettement inférieure a la norme . exigée.

Bien que lestimation ponctuelle E(R) = 2.42 ohms soit proche de 2.5 ohms, l'incertitude
statistique (reflétée par 'intervalle de confiance) ne permet pas de conclure que la norme est

respectée avec un niveau de confiance de 95%.
L’entreprise devrait soit augmenter la taille de 1’échantillon pour réduire l'incertitude, soit

améliorer son processus de fabrication pour augmenter la résistance moyenne.
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