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. , . . R
Variables aléatoires discretes iy

Version web
XD rrobabilité d’événements

Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé et deux événements A et B. On note A et B les événements
complémentaires de A et B.
On dispose des valeurs suivantes :

1
Calculer les probabilités suivantes :
1. P(An B);

OnaP(B)=1—P(§)=1—%:%
D’apres la formule de Poincaré pour deux événements :

P(An B)=P(A) + P(B) — P(AuU B)
1 5 7 4 5 7 2 1
PAnB)=5+5-53 8 8 8- 8 1
P(An B);
D’apreés les lois de De Morgan, An B = A U B.
P(AnB)=P(AUuB)=1-P(AuU B)
PANB) =1—+-1
8 8
3. P(Au B);
D’apres les lois de De Morgan, Au B=An B
P(AUB)=P(AnB)=1-P(AnB)
— = 2 6 3
4. P(Au B).
.
OnaP(4)=1-PA) =1-1=1
On calcule P(An B) =P(B) —P(AnB)=2-2=12
D’apres la formule de 'union :
P(AuB)=P(4) + P(B) —P(An B)
— 1 5 3 4 5 3 6 3
PACB) =5+ 5 8788 8 8 1
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m Probabilité d’événements e
Soit (£2,7,P) un espace probabilisé et trois événements A, B et C tels que :

P(A)=03 , P(B)=04 , P(AnB)=02 , P(C|AnB)=05
Calculer, si possible, les probabilités suivantes :
1. P(Au B);

Par la formule des probabilités pour I'union :
P(Au B)=P(A)+P(B)—P(An B)

P(AUB)=03+04—-02=05

2. P(A| B);
Par la définition d’une probabilité conditionnelle :
_P(AnB)
0.2
P(A|B)—@—O.5
3. P(4| B);

La probabilité de ’événement complémentaire sous une condition :
P(A|B)=1-P(A| B)
P(A|B)=1-05=0.5

4. P(A|B);

On calcule d’abord P(B) =1 —P(B) =1 —0.4 = 0.6.
Puis, P(An B) =P(A) —P(An B) =0.3—-0.2 =0.1.

p(A|B) = LA B)
P(B)

— 0.1 1

P _ 2= _ =

(415) 06 6

5. P(B | A);
Par la définition d’une probabilité conditionnelle :

_P(Bn A4

0.2 2

P(B|A) = 03-3

6. P(AnBnC);
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On utilise la formule des probabilités composées :
P(AnBnC)=P(C|AnB)xP(AnB)

P(AnBnC)=05x02=0.1

7. P(An B);

D’apres les lois de De Morgan :
P(AnB)=P(AuB)=1-P(AuUB)

P(AnB)=1-05=05

8. P(Au B).

D’apres les lois de De Morgan :
P(AuB)=P(AnB)=1-P(An B)

PAUB)=1-02=08

m Fiabilité YYA7

Une chaine de montage d’ordinateurs utilise un lot de composants électroniques contenant 2%
d’éléments défectueux. En début de chaine, chaque composant est vérifié par un testeur dont
la fiabilité n’est pas parfaite, de sorte que la probabilité que le testeur déclare un composant en
bon état, sachant que le composant est réellement en bon état est de 0,95, et que la probabilité
que le testeur déclare un composant en mauvais état, sachant que le composant est réellement
en mauvais état est de 0,94.

Quelle est la probabilité qu’un composant déclaré en mauvais état par le testeur soit réellement
en mauvais état 7

On note D I’événement « le composant est défectueux » et T ’événement « le testeur déclare le com-
posant en mauvais état ». On cherche & calculer P(D|T).

D’aprés 1’énoncé, on a : P(D) = 0,02, P(T|D) = 0,95 et P(T|D) = 0,94. On a donc :

P(DnT)
—em
P(T|D)P(D)

P(T|D)P(D) + P(T|D)P(D)
5 0,94 x 0,02
"~ 0,05 x 0,98 + 0,02 x 0,94

94

339
~ 0,277

P(D|T) =

La probabilité qu’un composant déclaré en mauvais état par le testeur soit réellement en mauvais état
est donc d’environ 27,7%.
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m Probabilité bayésienne it

Un poison vient d’étre ingéré par une personne. L’examen des lieux laisse penser que trois
poisons pi1, p et p3 seulement peuvent étre incriminés. Le poison p; a une probabilité %0
d’avoir été ingéré, le poison po une probabilité de % et le poison p3 une probabilité de %

De plus, on sait que chaque poison provoque chez la personne qui ’a ingéré un signe clinique s
particulier, mais avec des probabilités différentes car ils n’ont pas la méme composition. Ainsi,
le poison p; provoque le signe clinique s avec une probabilité de %. Ce méme signe est observable
respectivement avec les probabilités % pour le poison ps et % pour le poison p3.

Quel est le poison qui a la plus grande probabilité d’avoir été absorbé, sachant que le signe
clinique s est observé sur le patient ?

Soit A (respectivement B et C') I’événement « la personne a ingéré le poison p; (respectivement ps et
p3) ». Soit S ’événement « la personne présente le signe clinique s ».
On cherche a déterminer quel poison a la probabilité la plus élevée d’avoir été ingéré, sachant que le
signe clinique s a été observé. Autrement dit, cela revient a calculer les probabilités suivantes :

— P(A|S) = P(AnS) _ P(A)xP(S|A)

PPJ(BS)PSB re
— P(B|S) = ( )Px(s() |B)

P(C)xP(S|C
— P(C|S) = ( );(s() 1€)
or par la formule des probabilités totales, on a :

P(S) = P(S|A)P(A) + P(S|B)P(B) + P(S|C)P(C)

_4, 1,1 1.2 2
5710 5072 575
1
=
Ainsi on a :
14 8
P(A|lS) =125 — —
(Als) = 2 = o
iy I
P(B _ 2 50 _
(BlS) = 252 = o
4 2 16
P _10~5 _ 9
(€ls) = =% = o

Le poison p3 est donc le plus probable.
On peut remarquer qu’une partie des calculs n’étaient pas nécessaires ici : comme on a

P(AnS) P(BnS) P(CnS)
P(S) P(S) P(S)

il suffit en fait de comparer P(A n S), P(B n S) et P(C n S) pour obtenir la conclusion.

P(A]S) = , P(BIS) = , et P(C]S) =

m Jeu et suite £630

Un débutant a un jeu effectue plusieurs parties successives. Pour la premiére partie, il a une
probabilité de % de gagner. Pour les parties suivantes, on suppose que :
— ¢’il a gagné la partie précédente, il a une probabilité de 0.6 de gagner la partie suivante ;
— ¢’il a perdu la partie précédente, il a une probabilité de 0.7 de perdre la partie suivante.
Soit Gy, I'événement « le joueur a gagné la n-iéme partie » et on note u, = P(G,). On note

également v, = P(G,,).

1. Calculer uq, v1, ug, vs.
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Onau1=P(G1)=%etv1=P(G71)=1—u1=%.Deplus,ona:

U2 = P(Gz)
= P(G2 N G1) ar P(G2 (\G71)
= P(Gl) X P(G2|G1) aF P(?l) X P(Gz‘a)

—

:7><O.6+%><(170.7)

=N

=§><O.6+%><O.3

= 0.45.

De méme, on a :

Vo = P(Gg)
=P(G2 n G1) + P(G2 n G1)
= P(G1) x P(G2|G1) + P(G1) x P(G2|G1)
1 1

=5 x (1-0.6)+ 5 x07

1 1

2 x 0.4 aF 5 x 0.7

= 0.55.

On peut aussi remarquer que v2 = 1 —us = 1 — 0.45 = 0.55.

2. Montrer que pour tout entier n = 1, on a u,+1 = 0.6u, + 0.3v,. En déduire une relation

matricielle entre 1) et ().
Un+1 Un

D’apres la formule des probabilités totales, on a :

Unt1 = P(Gny1)
= P(Gnt1 0 Gn) + P(Gry1 N Gr)
= P(Gn) x P(Gn+1|Gn) + P(Gr) x P(Gpn4+1|Gr)
= Un % 0.6 + v, x (1 —0.7)
= 0.6un + 0.3v,.

De méme, on a :

Vnt1 = P(Gri1)
=P(Gn+1 0 Gn) + P(Gns1 0 Gr)
P(Gn) x P(Gn+1|Gn) + P(Gn) x P(Gr41|Gn)
=up X (1 —0.6) +v, x 0.7
= 0.4u, + 0.7vy,.

On a donc pour tout n = 1, la relation matricielle suivante :
Un+1) _ (0.6 0.3\ (un
Un+1 a 0.4 0.7 Un ’

3. Montrer que la suite de terme général u, — % est une suite géométrique de raison 0.3
et en déduire une expression de u, et v, en fonction de n ainsi que leur limite quand
n — +0.
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Pour tout entier n > 1, on a uy, + v, = P(Gx) + P(G,) = 1, donc v, = 1 — u,. En utilisant
la relation de la question précédente, on a : unpt+1 = 0.6u, + 0.3v, = 0.6u, + 0.3(1 — uy,) =
0.6uy, + 0.3 — 0.3u, = 0.3u, + 0.3.

Soit la suite (wp)n>1 définie par w, = u, — % Montrons que cette suite est géométrique. Pour
tout n >1,on a:

Wn+1 = Un4+1 — ?
3
= (0.3un +0.3) - 3

3 3
—O3un+ﬁ—?

—30
70

9
= 0.3un — —
Un =70

En factorisant par 0.3, on obtient :

Wn+1 = 0.3 <un — 90/—730)

= 0.3un, +

= 0.3w,
La suite (w,) de terme général u,, — % est donc une suite géométrique de raison g = 0.3.
Le premier terme est w1 = w1 — % = l — % e 7146 = 114
On en déduit ’expression de w, en fonctlon den:w, =w xq" ! = ﬁ x 0.3"~!. Comme
wn—unf?,onaun—wn+7.A1n51,p0urtoutn>1 un—§+— ><O3" 1
14 14

Onendéduitl’expressiondevn:vn=l—un=1—( +—><03" ) z - 1 x 0.3" L,

oa”

Comme [0.3| < 1, on a lim,— 45 0.3""* = 0. On a donc lim,— 4o Un = et limy,—s 4 oo Up, = %.

Cela signifie que sur un grand nombre de parties, la probabilité de gagner du joueur tend vers
3

7

Loi d’une variable aléatoire discrete

Soit X une variable aléatoire discréte telle que X (2) = {3,4,5,6} telle que :

P(X<5)=é, P(X>5)=%, P(X < 3) = P(X = 4).

Déterminer la loi de X et calculer son espérance.

— P(X>5)=P(X=6)=1
— 1=P(X <5)+P(X=5)+P(X>5)donc P(X =5)=1—-32—-1=1
— P(X <3)=PX =3) =P(X =4) et ¢ = P(X <5) = P(X =3)+P(X = 4) donc
P(X=3)=P(X=4)=%
On a ainsi déterminé la loi de X : d ? 411 ? ? L’espérance de X est :
Pw |5 [ mlsls

IE(X):3xP(X:3)+4xP(X=4)+5><P(X=5)+6><P(X=6):24—1=5.25

JpRd
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Ex 7 Dé truqué e

On considére un dé truqué cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On suppose que
le dé est truqué de sorte que la probabilité d’obtenir une face est proportionnelle au numéro
inscrit sur cette face.

Soit X la variable aléatoire donnant le numéro obtenu a l’issue d’un lancer.

1. Déterminer la loi de X.

D’apres les informations, pour tout k € {1,2,3,4,5,6}, on a P(X = k) = kP(X = 1). Or, par
définition d’une loi de probabilité, on a 37 _, P(X = k) = 1. Ainsi, on a :

1:26:P(X:k)
kzl

= Y kP(X =1)
k=1 )

=P(X=1))k

_Pp(X = )><6>2<7

—21P(X = 1)

On en déduit que P(X = 1) = 5; et donc que pour tout k € {1,2,3,4,5,6},onaP(X = k) = £.

2. Calculer I'espérance de X.

Par définition de I’espérance, on a :

!
s

Il

L

=
ki
e

Il
&

=
Il
-

Il
e

eyl

X
2

I

H"_‘

N
e

N N
X

=
=
W =

“le
S

3. On pose Y = % Déterminer la loi de Y et calculer son espérance.
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Les valeurs prises par Y sont les inverses des valeurs prises par X. Ainsi, on a pour tout
ke{l,2,3,4,56}, P(Y = 1) =P(X =k).
Pour calculer ’espérance, on utilise la définition :

=
=

Il
Do
T =

av]
/N

Il
| =
"

bl
Il
-

Il
x>
i
T =
X
S

| B[~
I
i
—

| Do N
. —

m Gain au loto S oHi]

Le loto est un jeu consistant a choisir six numéros différents compris entre 1 et 49. Au dernier
tirage, il fallait jouer les numéros : 4, 8, 21, 23, 42 et 49. Le gain était de 700000 euros avec les
six bons numéros, de 1100 euros avec cing bons numéros, de 20 euros avec quatre bons numéros
et de 1 euro avec trois bons numéros.

Pour un jeu simple, calculer I’espérance de gain.
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Soit X le nombre de bons numéros trouvés par le joueur. Alors X suit une loi hypergéométrique de
parameétres : (6, i,49). Une loi hypergéométrique de paramétres (N, p,n) est une loi de probabilité

sur {0,1,..., N} dont la loi de probabilité e est donnée par :
N—
() GZE)
)
Elle permet de modéliser le tirage sans remise de n boules parmi N boules dont n sont marquées. Ici,

N=49,n=6etp=i.

Soit Y le gain du joueur. Alors on a

Vke{0,1,...,N},P(X = k) =

k 0 0 0 1 20 1100 700 000
PY=k) |P(X=0) |P(X=1) | P(X=2) | P(X=3) | P(X=4) | P(X =5) | P(X =6)

Or
P(X =3) = (g) (433) _ 246 820
() 13 983 816
o @E) 0 13545
eSS ()~ 13983 816
o (B)@) _ 2s8
=) ()~ 13983816
@@ 1
R ()~ 13983 816
donc
1 501520
E(Y) = §37953 g (246 820 +20 x 13 545 + 1 100 x 258 + 700 000) = Jo-gez-ene ~ 0.1074

L’espérance du gain du joueur (sans compter sa mise de départ) est d’environ 0.11 euros.

m Identification de lois usuelles -

Pour chacune des situations suivantes, déterminer la loi de la variable aléatoire X et donner
son espérance.

1. On lance un dé équilibré 100 fois de suite et on note X le nombre d’apparitions du
chiffre « 2 ».

La variable aléatoire X suit une loi binomiale de parameétres n = 100 et p = %. Son espérance

est E(X) =nxp=5.

2. Deux personnes lancent chacune une piece équilibrée. On dit que I'expérience est un
succes si elles obtiennent toutes les deux « face ».

(a) Ces personnes répétent l'expérience 8 fois. On note X le nombre de succes.
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La variable aléatoire X suit une loi binomiale de parameétres n = 8 et p = i. Son espérance

est E(X) =nxp=2.

(b) Ces personnes répetent I’expérience jusqu’a ce qu’elles obtiennent un succes. On note
X le nombre de lancers.
La variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p = i. Son espérance est
E(X)=21=4
p

3. Une agence de location de voitures propose a ses clients 3 catégories de voitures : A, B
et C. Elle a constaté que dans une journée, 40% des demandes sont pour A, 50% des
demandes sont pour B, 10% des demandes sont pour C. Les demandes de location sont
supposées indépendantes. Un jour donné, 'agence a recu 12 demandes de location. On
note X le nombre de catégories A demandées.

La variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétres n = 12 et p = 0.4. Son espérance

est E(X) = 4,8.

Loi de Poisson IDOE

Une population de 80 personnes comporte en moyenne une personne mesurant plus de 1,90m.
Soit une population F, de n personnes et X,, le nombre de personnes mesurant plus de 1,90m
dans la population Ej. On admet que X,, suit une loi de Poisson de parametre A = gg.
Quelle est la probabilité d’avoir au moins une personne mesurant plus de 1,90m dans une
population de 100 personnes ? 300 personnes ?

100

Dans une population de 100 personnes, il suffit de calculer 1 —P(X =0) =1—e” 80 =1— e % ~ 071
Dans une population de 300 personnes, il suffit de calculer 1 — P(X =0) =1 —e™ 80 =~ 0.98.

Loi géométrique CRud

Soit p €]0, 1[ et X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p.

1. Montrer que la probabilité que X prenne une valeur paire est é%z.
. 400 400 _ 1-p) e
P( X est pair )= > P(X =2k) = > p(1 —p)** ! = 715((1_" 7 = 5—o.
k=1 k=1 ?) P

2. A-t-on plus de chances que X donne un résultat pair ou impair ?

10
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+00 Aty
1
De méme, on calcule P( X est impair ) = 2 P(X =2k+1) = Z p(1 —p)** = =5 Or
k=1

k=1
0 <1—p < 1 donc on a ainsi montré que la probabilité d’avoir un nombre impair est plus

grande que celle d’avoir un nombre pair.

m Sur-réservation d’un vol e

Pour des raisons de rentabilité, le vol Océanic 815 reliant Sydney a Los Angeles a été sur-réservé.

Il y a 98 places dans I'avion et 100 billets ont été vendus.
On estime que la probabilité qu'un passager se désiste est de 10%. Quelle est la probabilité

qu’au moins un passager reste bloqué a Sydney ?

Soit Y le nombre de passagers a se présenter a 'embarquement : Y ~ B(100,0.9) et on cherche la
probabilité qu’il y ait au moins un passager bloqué a Sydney, c’est-a-dire qu’il y ait plus de 99 personne

a se présenter :

P(Y > 99) = P(Y = 99) + P(Y = 100)

(100 99 1 100 100 0
—<99> x 0.977 x 0.1 +<100>><0.9 x 0.1

~ 0.00032,

soit environ 0.03% de chance qu’il y ait au moins un passager bloqué & Sydney.

Dilemme 7]

On considere deux avions A et B ayant respectivement 4 et 2 moteurs. Les moteurs fonctionnent
de maniére indépendante et chacun a une probabilité p €]0; 1[ de tomber en panne. On admet
qu'un vol se termine bien si au moins la moitié des moteurs ne tombe pas en panne.

Quel avion est-il préférable de choisir ?

Soit X le nombre de moteurs tombant en panne sur ’avion A et Y le nombre de moteurs tombant en
panne sur 'avion B. Alors X suit une loi binomiale B(4,p) et Y suit une loi binomiale B(2, p).
Le vol A se termine bien se traduit par ’événement {X < 1} et le vol B se termine bien se traduit par

Pévénement {Y = 0}.
On calcule donc P(X = 0) + P(X = 1) = (1 — p)* + 4p(1 — p)® et P(Y = 0) 2
11 est préférable de prendre I'avion A si et seulement si P(X = 0) + P(X = 1)

p(1—p)°(2—-3p) =0 «— 2-3p=0

En conclusion, si p < %, il est préférable de prendre I’avion A.

11
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m Couple de variables B i

Deux urnes U; et Us contiennent des boules permettant des gains ou des pertes décrits comme
suit :
— dans 'urne Uy, il y a 1 boule « perdant 1€ », 2 boules « sans gain », 3 boules « gagnant
2€ » ;
— dans 'urne Us, il y a 3 boules « perdant 1€ », 2 boules « sans gain », 1 boules « gagnant
2€ »;
Un joueur lance un dé équilibré : s’il obtient 6, il pioche une boule dans 'urne Uy, sinon il
pioche une boule dans 'urne Us.
On note X la variable aléatoire égale a 1 si le dé sort 6, 0 sinon. On note Y la variable aléatoire
égale au gain (en euros.)

1. Donner la loi du couple (X,Y).

Pour calculer par exemple P(X = 1,Y = —1), on utilise la formule de Bayes :
PX=1,Y=-1)=P{X=1n{y=-1}))=PX=1)PY¥ =-1|X=1)

Or d’apreés I'énoncé, P(X =1) = ¢ et P(Y = 1| X =1) = : dou P(X = 1,V = —1) = .

En procédant de méme pour tous les couples de valeurs possibles, on obtient :

=—1|Y=0|Y=2

X=1
X=0 =2

JI=={I%
Bl

2. Déterminer les lois marginales du couple (X,Y).

On obtient directement que X suit une loi de Bernoulli de paramétre %. De plus, par somme,
on obtient la loi suivante pour Y :

k -1 0| 2
PY=F1 %1712
Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
D’apres la loi conjointe, nous avons :
1

P(X=1Y=-1)= g

Calculons maintenant le produit des probabilités marginales :

1 4 4 2
PX=1)xPY =-l)=cxc=c ==

1 2
On constate que zz # 5=.

Puisque Pégalité P(X =k, Y = k') = P(X = k)P(Y = k') n’est pas vérifiée pour au moins un
couple de valeurs, on peut conclure que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépen-

dantes.

12
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Loi conjointe E

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles et soient y et a deux parametres réels tels que
la loi du couple (X,Y") soit donnée par le tableau joint :

X\Y | -1|y
2 | 5 |
-1 5|0

0| a
2 | %3

1. Quelle est la seule valeur possible du parametre a 7

On a nécessairement :
o2l 2y
6 18 9 18 ' 6

donc a = %.

2. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Ces variables sont-elles indépendantes ?

X\Y —1 | y || Px (loi de X)
) R =
128 18 128
S -
; o i
2 5 | 18 ig
| Py (loideY) | & | 22 || 1 |

Il n’y a pas indépendance des variables X et Y car P(X =1,Y = —1) =0 et P(X = 1)P(Y =

—1)=& x &£ #0.

3. Calculer E(X) et E(Y).

L’espérance de X est la suivante :

Jri

E(X) = (—2)P(X = —2) + (-1)P(X = —1) + 1P(X = 1) + 2P(X = 2)
7
(= 18 1T°* 18

5 2 4
A TRAST
1

3

L’espérance de Y est

EY) = (-DPY = -1) +yP(Y = —y)

6 12

=(=1) x — =
(-1 x g +yx 15

_=1 2

g gy

4. Déterminer y de sorte que E(XY') = 0.
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Il faut déterminer la loi de XY. Les valeurs possibles prises par XY sont données dans le
tableau suivant :

X\Y -1 y
3 | XY =2 | XY = -2y
1 | Xy =1 | XY =y
1 [XY=-1] XYV =y
2 | XY =2 XY =2y

On en déduit la loi de XY :

k -2 | -1 1 2 | 2y | —y| vy |2y
PXY =K [ [0 [ F[&[ & [0 [5[5:
soit de maniére plus synthétique :
k —2 1 2 2y | vy | 2y
PXY =k [ 55 [m ]l = []5

L’espérance de XY est donc la suivante :
E(XY) = % X (=242 + 6 — 4y + 4y + 12y) = ig x (6 + 12).
On a ainsi
E(XY)=0 < 1i8 X (6 + 12y) = 0
< oy = -

5. On pose désormais y = 1 et on considere les variables aléatoires U = Y et V = %
Déterminer le tableau de la loi de probabilité du couple (U, V). Que peut-on dire des
variables aléatoires U et V' 7

On s’intéresse d’abord aux valeurs que le couple (U =Y,V = %) peut prendre :

X\Y —1 1

—2 (U7 V) = (_172) (Ua V) = (17 _2)

18 18

T OV =LY [ @V =0D

= 0
1 (U7 V) = (_17 _1) (Ua V) = (17 1)
0 is
2 (U7 V) = (_17 _2) (Ua V) = (17 2)
i i
On obtient ainsi la loi du couple (U, V) :
X\Y —2[ 1 [ 2 || Pu (loide U)
1 I Z =2 6N
18 | 18 | I8 18
1 2 4 6 12
18 | 18 | 18 18
[Py (oideV) [ 35 [ 35 [ 55 | 1 |

On peut vérifier que :
Vie {—-1,1},Vj e {-2,1,2}, PWU =4V =j)=PU =1) x P(V =)

donc les variables aléatoires U et V' sont indépendantes.
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Jeu de boules K63

On tire 4 boules avec remise dans une urne contenant des boules numérotées de 1 a 5. On dit
que i € 1,2,3,4,5 est une valeur gagnante si la boule numéro i est tirée au moins une fois.
Pour tout i € 1,2,3,4,5, soit X; la variable aléatoire qui est égale a 1 si le numéro ¢ est une
valeur gagnante, et 0 sinon.

1. Calculer P(X; = 0). Déterminer la loi, I’espérance et la variance de X; pour ¢ = 1, ..., 5.

On a X, = {1 si ¢ valeur gagnante

. donc
0 sinon

4
4
P(X; = 0) = P("La boule numérotée 7 n’a jamais été tirée“) = (5) .

Comme X; ne peut prendre que deux valeurs : 0 ou 1, on en déduit :

4\* 369
P(X;=1)=1-P(X;=0)=1— (=) =22,
( ) ( v <5> 625

ce qui revient a dire que X; ~ B (1 — (%)4). Ainsi, on a

4
E(X:) =1- 2) - @,
5 625

- (=) () - 3

2. Calculer P((X; = 0) n (X2 = 0)). Les variables aléatoires X; et X2 sont-elles indépen-
dantes ?

P((X1 =0) n (X2 = 0)) = P("Les boules numérotées 1 et 2 n’ont jamais été tirées*)
(' -s
- \5) 625
or P(X1 = 0)P(Xz = 0) = (£)* x (2)* donc P((X1 = 0) n (X2 = 0)) # P(X1 = 0)P(X2 = 0).
On en conclut que les variables X; et X2 ne sont pas indépendantes.

3. Déterminer la loi jointe de (X7, X3).

X\Y 0 | L || Px, (loide X2)
0 IS 755
625 625 625
7 18t 588
625 625 625
. 256 369
| Px, (oide X1) | 35% | &2 | 1 |

4. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de valeurs gagnantes. Exprimer X en
fonction de X7,...,X5. Déterminer ’espérance de X.

Ona X = X; + X2 + X3 + X4 + X5. Comme les variables aléatoires X; sont de méme loi, on
obtient
5
369 369
E(X) = E(X;) = 5E(X:) = —— = —— ~ 205,
(X) g( ) =BE(X1) =5 x o = Tou > 2.95

En moyenne, on aura quasiment 3 valeurs gagnantes par jeu.
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Jeu de boules QG

Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n, ou n € N* et deux boules noires
numérotées 1 et 2. On effectue le tirage de toutes les boules de I'urne, une a une et sans remise.
On appelle X le rang d’apparition de la premiere boule blanche et Y celui du premier numéro
1.

1. Déterminer la loi de X.

X étant le rang d’apparition de la premiere boule blanche et 'urne contenant n boules blanches
et 2 boules noires, les valeurs prises par X sont les suivantes

X(Q) ={1,2,3}.
Déterminons les probabilités de chaque issue :

P(X = 1) = P(”On obtient une boule blanche au premier tirage*)
n
n+2
P(X = 2) = P(”On obtient une boule noire puis une boule blanche*)

2 n
= X
n+2 n+1

P(X = 3) = P(”On obtient deux boules noires puis une boule blanche*)

2 1 n

= X X —

n+2 n+l n

2

(n+2)(n+2)°

On peut vérifier que P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) = 1. On a ainsi déterminer la loi de X,
que ’on peut résumer dans le tableau ci-dessous :

k 1 2 3
_ n 2n 2
P(X = k) n+2 (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

2. Montrer que les événements {X = 1} et {Y = 1} sont indépendants si et seulement si
n =2

On a :

,Y = 1) = P(”On obtient la boule blanche numérotée 1 au premier tirage“) =

P(X =1
— P(le)P(Yzl)zHL+2 =
— {X =1} et {Y = 1} sont indépendants si et seulement si

1 2n
PX=1L,Y=1)=PX=1)PY =1 < m=m
< 2n=n+2
S n=2.

3. Montrer que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

Pour n # 2, on a montré, par la question précédente, que les événements {X = 1} et {V = 1}
n’étaient pas indépendants, ce qui montre que les variables X et Y ne sont pas indépendantes.
Pour n = 2, on a alors 2 boules blanches et 2 boules noires dans 'urne. Ainsi,

1 1
P(X_Z’Y_Q)_ng_ 15
et P(X =2) = 3 et P(Y =2) = ;. Par conséquent, P(X =2,Y =2) # P(X =2)P(Y = 2), ce
qui implique que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

1
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4. On suppose maintenant que n = 2.

(a) Montrer que X et Y ont méme loi.

La loi de X a été déterminée a la question 1. Pour Y, on a Y () = {1, 2,3} et

P(Y¥ =1)=2=;=P(X=1)
P(Y=2)=%=P(X=2)
P(Y=3)=§x%x1=é=P(X=3)

donc X et Y ont méme loi.

(b) Déterminer la loi du couple (X,Y).

Y\ X 1] 2] 3 | Py (loide Y)

1 ilslw z

2 ¢ |15 | 1 3

3 3]0 g
[Px (oideX) | 53 | 5 [ 5 | 1
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