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Séries entières

Version web

Ex 1 Convergence de séries entières aoB6

Calculer le rayon R de convergence et déterminer le domaine D de convergence (sauf pour la
question 8) des séries entières réelles suivantes.

1. S1ptq “

`8
ÿ

n“0

n2tn

✓
R “ 1 : Pour n P N˚, en posant un “ n2tn avec t P R˚,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

un`1

un

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˆ

1 `
1

n

˙2

|t| ÝÑ
nÑ`8

|t|,

donc par le critère de d’Alembert, la série
ř

n2tn converge si |t| ă 1 et diverge si |t| ą 1. D’où
R “ 1.
Pour t “ 1, n2tn “ n2 et

ř

n2 diverge grossièrement. Pour t “ ´1,
ř

p´1qnn2 diverge grossiè-
rement. Donc D “ s ´ 1 ; 1r.

2. S2ptq “

`8
ÿ

n“0

p´2qn

n!
tn

✓
R “ `8 : Pour n P N˚, en posant un “

p´2qn

n!
tn avec t P R˚,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

un`1

un

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
2

n ` 1
|t| ÝÑ

nÑ`8
0,

donc par le critère de d’Alembert, la série converge pour tout t P R. D’où R “ `8.

3. S3ptq “

`8
ÿ

n“1

sin

ˆ

1

n2

˙

tn

✓
R “ 1 : Pour n P N˚, en posant un “ sin

`

1
n2

˘

tn avec t P R˚,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

un`1

un

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

sin

ˆ

1

pn ` 1q2

˙

sin

ˆ

1

n2

˙ |t| ÝÑ
nÑ`8

|t|,

donc par le critère de d’Alembert, la série converge si |t| ă 1 et diverge si |t| ą 1. D’où R “ 1.
Pour t “ ˘1, on a |unptq| „

`8

1

n2
, donc

ř

|unptq| converge. Donc D “ r´1, 1s.

4. S4ptq “

`8
ÿ

n“1

lnn

n
tn

1
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✓
R “ 1 : Pour n P N˚, en posant un “ lnn

n
tn avec t P R˚,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

un`1

un

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
n

n ` 1
¨
lnpn ` 1q

lnn
|t| ÝÑ

nÑ`8
|t|,

donc par le critère de d’Alembert, la série converge si |t| ă 1 et diverge si |t| ą 1. D’où R “ 1.
Pour t “ ´1, la série

ř

p´1qn lnn
n

converge par le théorème des séries alternées. Pour t “ 1, la
série

ř

lnn
n

diverge par comparaison à la série harmonique. Donc D “ r´1, 1r.

5. S5ptq “

`8
ÿ

n“1

1

nn
tn

✓
R “ `8 : Pour n P N˚, en posant un “ 1

nn tn avec t P R˚,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

un`1

un

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˆ

n

n ` 1

˙n

¨
1

n ` 1
|t| ÝÑ

nÑ`8
0,

donc par le critère de d’Alembert, la série converge pour tout t P R. D’où R “ `8.

6. S6ptq “

`8
ÿ

n“2

nn

lnn
tn

✓
R “ 0 : Pour n P N˚, en posant un “ nn

lnn
tn avec t P R˚,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

un`1

un

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
pn ` 1qn`1

nn
¨

lnn

lnpn ` 1q
|t| ÝÑ

nÑ`8
`8,

donc par le critère de d’Alembert, la série diverge pour tout t P R˚. D’où R “ 0.

7. S7ptq “

`8
ÿ

n“0

2nt2n

✓
R “

1
?
2

: Il s’agit d’une série géométrique de raison 2t2. Elle converge si et seulement si

2|t|2 ă 1, i.e. |t| ă
1

?
2

. D’où R “
1

?
2

et D “

ȷ

´
1

?
2
;

1
?
2

„

.

8. S8ptq “

`8
ÿ

n“1

p1 ` iqn

n 2n
t3n

✓
R “ 21{6 : Pour n P N˚, en posant un “

p1`iqn

n 2n
t3n avec t P R˚,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

un`1

un

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
n

n ` 1
¨

|1 ` i|

2
|t|3 “

n

n ` 1
¨

?
2

2
|t|3 ÝÑ

nÑ`8

|t|3
?
2
,

donc par le critère de d’Alembert, la série converge si |t|3
?
2

ă 1 et diverge si |t|3
?
2

ą 1. D’où

R “ 21{6.
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Ex 2 Calcul d’une somme de série entière dC7P

1. Déterminer le domaine de convergence de la série entière
ÿ

ně0

pn ` 2q2n

pn ` 1q!
zn à variable

complexe.

✓
R “ `8 et D “ C.

2. Rappeler ce que vaut
`8
ÿ

n“0

zn

n!
. En déduire

`8
ÿ

n“0

zn

pn ` 1q!
, puis

`8
ÿ

n“0

pn ` 2q2n

pn ` 1q!
zn.

✓
@z P R,

`8
ÿ

n“0

zn

n!
“ ez.

Pour la première somme :

@z P R,
`8
ÿ

n“0

zn

pn ` 1q!
“

#

ez´1
z

si z ‰ 0

0 sinon

Pour la deuxième somme :

@z P R,
`8
ÿ

n“0

pn ` 2q2n

pn ` 1q!
zn “

#

e2z´1
2z

` e2z si z ‰ 0

0 sinon

Ex 3 Calcul d’une somme de série entière urin

1. En utilisant le résultat de la somme de la série entière
ř`8

k“0 x
k “ 1

1´x , déterminer la

somme de la série entière à valeurs réelles S1pxq “

`8
ÿ

k“0

kxk. On précisera son domaine

de convergence.

✓
On dérive 1

1´x
: 1

p1 ´ xq2
“

`8
ÿ

k“0

kxk´1. En multipliant par x, on obtient :

@x Ps ´ 1; 1r, S1pxq “
x

p1 ´ xq2
.

2. Déterminer la somme de la série entière à valeurs réelles S2pxq “

`8
ÿ

k“0

pk ` 1q2xk. On

précisera son domaine de convergence.

3
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✓
On dérive deux fois 1

1´x
: 2

p1 ´ xq3
“

`8
ÿ

k“0

kpk´1qxk´2
“

`8
ÿ

k“2

kpk´1qxk´2 car les deux premiers

termes sont nuls. Par changement d’indice, on obtient :

@x Ps ´ 1; 1r,
2

p1 ´ xq3
“

`8
ÿ

k“0

pk ` 1qkxk´1.

d’où :

@x Ps ´ 1; 1r,
2x

p1 ´ xq3
“

`8
ÿ

k“0

pk ` 1qkxk.

Or pk ` 1q2 “ kpk ` 1q ` pk ` 1q donc :

@x Ps ´ 1; 1r, S2pxq “

`8
ÿ

k“0

kpk ` 1qxk
`

`8
ÿ

k“0

pk ` 1qxk
“

2x

p1 ´ xq3
`

1

p1 ´ xq2
“

x ` 1

p1 ´ xq3
.

3. Après avoir décomposé la fraction rationnelle 1

npn ` 2q
en éléments simples, déterminer

la somme de la série entière à valeurs réelles S3pxq “

`8
ÿ

n“1

xn

npn ` 2q
. On précisera son

rayon de convergence.

✓
Ici, R “ 1 :

@x Ps ´ 1; 1r, S3pxq “
1

2

ˆ

´ lnp1 ´ xq `
1

x2

„

lnp1 ´ xq ` x `
x2

2

ȷ˙

.

Ex 4 Identification des coefficients d’une série entière
‹ ‹

h8cy

On rappelle que, pour tout réel x tel que |x| ă 1,

1

1 ´ x
“

`8
ÿ

n“0

xn.

1. En dérivant cette égalité, montrer que

1

p1 ´ xq2
“

`8
ÿ

n“0

pn ` 1qxn.

✓
La série

ř`8
n“0 x

n converge normalement sur tout compact de p´1, 1q, donc on peut dériver
terme à terme sur p´1, 1q. On obtient

1

p1 ´ xq2
“

ˆ

1

1 ´ x

˙1

“

`8
ÿ

n“1

nxn´1
“

`8
ÿ

n“0

pn ` 1qxn.

2. En déduire le développement en série entière de x

p1 ´ xq2
. On donnera explicitement le

4
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coefficient de xn pour tout n P N.

✓
Pour |x| ă 1, en multipliant l’égalité précédente par x :

x

p1 ´ xq2
“

`8
ÿ

n“0

pn ` 1qxn`1
“

`8
ÿ

n“1

nxn.

Le coefficient de xn est donc n pour tout n P N (avec la convention que le coefficient de x0 est
0).

3. En utilisant l’égalité 1

1 ´ x2
“

1

1 ´ px2q
, déterminer le développement en série entière

de 1

1 ´ x2
. On précisera le coefficient de xn selon la parité de n.

✓
Pour |x| ă 1, on substitue x2 à x dans la série géométrique :

1

1 ´ x2
“

`8
ÿ

n“0

x2n.

Le coefficient de xn est donc 1 si n est pair, et 0 si n est impair. Le rayon de convergence est
R “ 1.

4. Déterminer de même le développement en série entière de x

1 ´ x2
. On précisera le coef-

ficient de xn selon la parité de n.

✓
Pour |x| ă 1, en multipliant par x :

x

1 ´ x2
“

`8
ÿ

n“0

x2n`1.

Le coefficient de xn est donc 1 si n est impair, et 0 si n est pair. Le rayon de convergence est
R “ 1.

5. En déduire le développement en série entière de 1 ` x

1 ´ x2
. Que remarque-t-on ?

✓
Pour |x| ă 1, en additionnant les deux développements précédents :

1 ` x

1 ´ x2
“

1

1 ´ x2
`

x

1 ´ x2
“

`8
ÿ

n“0

x2n
`

`8
ÿ

n“0

x2n`1
“

`8
ÿ

n“0

xn.

On remarque que 1 ` x

1 ´ x2
“

1 ` x

p1 ´ xqp1 ` xq
“

1

1 ´ x
pour x ‰ ´1, ce qui est cohérent avec la

série géométrique de départ.

6. Pour chacune des fonctions précédentes, préciser le rayon de convergence du développe-
ment obtenu.

5
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✓
Toutes les séries obtenues ont un rayon de convergence R “ 1 :

— 1

p1 ´ xq2
“

ř`8
n“0pn`1qxn, R “ 1 (la série géométrique dérivée terme à terme conserve

le rayon de convergence) ;
— x

p1 ´ xq2
“

ř`8
n“1 nxn, R “ 1 ;

— 1

1 ´ x2
“

ř`8
n“0 x

2n, R “ 1 ;

— x

1 ´ x2
“

ř`8
n“0 x

2n`1, R “ 1 ;

— 1 ` x

1 ´ x2
“

ř`8
n“0 x

n, R “ 1.

Ex 5 Calcul d’une somme de série entière kbR8

On considère la série entière Spxq “

`8
ÿ

n“0

p3xqn

n2 ` 3n ` 2
.

1. Calculer son rayon de convergence R. Si |x| “ R, cette série converge-t-elle ?

✓
R “ 1

3

Pour |x| “ 1
3
, la série converge absolument car 1

n2`3n`2
„

nÑ`8

1
n2 .

2. Décomposer la fraction rationnelle 1

n2 ` 3n ` 2
en éléments simples, c’est-à-dire trouver

les réels α et β tels que 1
n2`3n`2

“ α
n`1 `

β
n`2 .

✓
α “ 1 et β “ ´1

3. Calculer la somme de la série pour |x| ă R.

✓
Soit |x| ă R. On a

Spxq “
1

3x
lnp1 ´ 3xq

ˆ

1

3x
´ 1

˙

`
1

3x
.

Ex 6 Calcul d’une somme de série entière tPHB

Soit la série entière
ÿ

ně2

p´1qn

npn ´ 1q
xn.

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série. Préciser son intervalle de conver-
gence et le comportement de la série aux extrémités de cet intervalle.

6
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✓
R “ 1 et D “ r´1; 1s

2. Déterminer le rayon de convergence de la série
ÿ

ně2

p´1qn

pn ´ 1q
xn´1 et de la série

ÿ

ně2

p´1qnxn´2 ?

Étudier le comportement de chacune de ces séries au bord de son intervalle de conver-
gence.

✓
Pour la première, R “ 1 et D “s ´ 1; 1s.
Pour la deuxième, R “ 1 et D “s ´ 1; 1r.

3. Calculer la somme de la série
ÿ

ně2

p´1qnxn´2.

✓

@x Ps ´ 1; 1r,
`8
ÿ

n“2

p´1q
nxn´2

“
1

1 ` x
.

4. En déduire la somme de la série
ÿ

ně2

p´1qn

pn ´ 1q
xn´1.

✓

@x Ps ´ 1; 1r,
`8
ÿ

n“2

p´1qn

pn ´ 1q
xn´1

“ lnp1 ` xq.

Ex 7 Développement en série entière d’une fonction 9oDf

Soit la fonction d’une variable réelle f : x ÞÑ ex
2

´ 1. Déterminer un développement en série
entière de la fonction f et préciser le rayon de convergence.

✓
On en déduit en subtistuant x par x2 que pour tout x P R,

fpxq “

`8
ÿ

n“0

x2n

n!
´ 1 “

`8
ÿ

n“1

x2n

n!

Ex 8 Développement d’une fonction usuelle en série entière 6YTv

À l’aide des développements en séries entières des fonctions usuelles, calculer les développements

7
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en séries entières en 0 des fonctions réelles suivantes :

fpxq “
1

2 ` 3x
, gpxq “ ln

´1 ` x

1 ´ x

¯

, hpxq “
1

?
1 ´ x2

et déterminer le rayon de convergence de ces développements.

✓
On écrit les développements sur l’intervalle s ´ R;Rr où R est le rayon de convergence :

— @x P

ȷ

´2

3
;
2

3

„

, fpxq “
1

2

1

1 ´
`

´ 3
2
x

˘ “
1

2

`8
ÿ

n“0

p´1q
n

ˆ

3

2
x

˙n

— @x Ps´1; 1r, gpxq “ lnp1`xq´lnp1´xq “

`8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
xn

`

`8
ÿ

n“1

xn

n
“

`8
ÿ

n“1

p´1qn`1 ` 1

n
xn

“

`8
ÿ

n“1

2

2n ´ 1
x2n´1

— @x Ps ´ 1; 1r, hpxq “

`8
ÿ

n“0

1

n!

ˆ

1

2
ˆ

3

2
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

ˆ

1

2
` n ´ 1

˙˙

x2n

8


