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Ex 1 Convergence de séries entiéres T

Calculer le rayon R de convergence et déterminer le domaine D de convergence (sauf pour la
question 8) des séries entieres réelles suivantes.

1. Sl Zn

R =1 : Pour n € N*, en posant u, = n’t" avec t € R¥,

1 2
=Q+7)u|—»m,
n n—+0o0

donc par le critére de d’Alembert, la série Y. n*t™ converge si |t| < 1 et diverge si [t| > 1. D’ot
R=1

Pour t = 1, n*t™ = n? et Y. n? diverge grossiérement. Pour t = —1, >(—1)"n? diverge grossie-
rement. Donc D =] —1; 1[.

Un+1
Un

1% n
2 5= 3
R = +0 : Pour n € N*, en posant u, = (_i!) t" avec t € R¥,
@ 2
Unti) _ It| — o,
Un, n+1 n—+00

donc par le critere de d’Alembert, la série converge pour tout ¢ € R. D’ou R = +00.

+00 1
3. S3(t) = 7;1 sm(n >t”

R =1: Pour n € N*, en posant u, = sin(-5) t" avec t € R¥,

. 1
(1)
- 1 18 =2 1t
()

donc par le critére de d’Alembert, la série converge si |t| < 1 et diverge si |t| > 1. D’ou R = 1.

1
Pour ¢t = +1, on a |un(t)| foliecs donc Y] |un(t)| converge. Donc D = [—1, 1].
Q0

Un+1

Un

P n
4. Syt ZT”
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R =1: Pour n € N* en posant u, = I“T"t" avec t € R*,

Unt1| _ n In(n+1)

= t
n+1 Inn Wi 1P

n—+00

Un

donc par le critére de d’Alembert, la série converge si |t| < 1 et diverge si |¢| > 1. D'ou R =1
Pour t = —1, la série Z(—l)”l"T” converge par le théoréme des séries alternées. Pour ¢t = 1, la
série >, = diverge par comparaison & la série harmonique. Donc D = [—1, 1[.

R =+ : Pour n € N*, en posant u, = -5 t" avec t € R¥,

n \" 1
= . tf — 0
(n—i—l) n+1||n—>+oo ’

donc par le critére de d’Alembert, la série converge pour tout ¢t € R. D’ou R = 40

6. Ss(t) Z g

Inn

-
R =0 : Pour n € N*, en posant u, = {£—t" avec t € R¥,

Un+1

Un

Unt1|  (n+ 1)”Jrl Inn

= . t a0
n" ln(n-i-l)‘| e

n— +00

Un

donc par le critére de d’Alembert, la série diverge pour tout t € R*. D’out R = 0

+00
T, Sh(t) = ), 2
n=0
1
R = E : 1l s’agit d’une série géométrique de raison 2t>. Elle converge si et seulement si
1
2/t|> < 1, ie. [t| < —=. D’ou R

+
(L+)"
8. Ss(t) Z o e

R = 2% : Pour n € N*, en posant u, = (1+’) 3" avec t € R*,

Unt| __m [1+4] It = £\| 1t
Un n+1 2 n+1 — V2’
. : - ]t . N s
donc par le critéere de d’Alembert, la série converge si ﬁ < 1 et diverge si — > 1. D’ou
=2,

V2
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m Calcul d’'une somme de série entiére AT
S : - . n+2)2" o .
1. Déterminer le domaine de convergence de la série entiere Z (1)'2” a variable
= (n+1)!
complexe.
R=+wet D=C.
+00 n +00 n +00 n
2. Rappeler ce que vaut 2 — En déduire 2 Nk puis 2 71'2 .
n: n+ 1)! n+1)!
n=0 n=0 n=0
+0 P
Vz e R, 2 o e
n=0
Pour la premiére somme :
VseR RSP . {ezz_1 siz#0
) | - .
2= (n+1) 0 sinon
Pour la deuxieme somme :
+x© e -1 2z .
VzeR, Z(n+2)2“n: — +e S%Z#O
0 (n+1)! 0 sinon
m Calcul d’'une somme de série entiére hrid
1. En utilisant le résultat de la somme de la série entiére ZZ:O% zk = ﬁ, déterminer la
+00
somme de la série entiere a valeurs réelles Si(z) = Z kz®. On précisera son domaine
k=0
de convergence.
1 +0o0
On dérive 11— : a2 = Z kz"~'. En multipliant par z, on obtient :
k=0
Voel - 1;1[, Si(a) = ———
b= (1—=x)2
+0
2. Déterminer la somme de la série entiére & valeurs réelles So(x) = Z (k + 1)%2%. On
k=0

précisera son domaine de convergence.
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+00 +00
On dérive deux fois ﬁ 8 ﬁ = Z k)(k)—])mk_z = Z k‘(k—l)xk_z e les dleusz premiers
k=0

termes sont nuls. Par changement d’in(_iice, on obtient :

9 +00
V€] — 1;1], EE = Z(k-l—l)kxk*l
d’ou :
) 2z 3
v e] - 1;1], TP §]k+1

Or (k+1)*>=k(k+1) + (k + 1) donc :

Vo el —1;1[, Sa Jrf k(k+1)z* +Zk+1 22, b __ =+l
2( = = T 0—23  1-22 1-2)3

3. Apres avoir décomposé la fraction rationnelle en éléments simples, déterminer

n(n + 2)
o
la somme de la série entiere a valeurs réelles S3(x) = Z m On précisera son
n(n
n=1

rayon de convergence.

Iei, R=1":
1 1 x>
Vz €] — 1;1], Sg(m)=§ fln(lfx)Jr— ln(lfx)+m+7 .
m Identification des coefficients d’une série entiére f8cy

On rappelle que, pour tout réel z tel que |z| < 1,

o n
—= dlam
n=0
1. En dérivant cette égalité, montrer que
1 +00
= (n+1)z"
(1—z)? q;o

La série ZZS’O z™ converge normalement sur tout compact de (—1,1), donc on peut dériver
terme & terme sur (—1,1). On obtient

2. En déduire le développement en série entiere de On donnera explicitement le

(1—z)*


https://openyourmath.org/exercise/h8cy
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coefficient de ™ pour tout n € N.

Pour |z| < 1, en multipliant I’égalité précédente par z :
P +00 +00
_ n+l _ n
W—Zo(n-i-l)x = Zlnx .

Le coefficient de 2" est donc n pour tout n € N (avec la convention que le coefficient de z° est
0).

B 1
1—22 1—(a?)

de T— 2 On précisera le coefficient de =™ selon la parité de n.

3. En utilisant ’égalité , déterminer le développement en série entiere

Pour |z| < 1, on substitue z* & = dans la série géométrique :
+o0
e I
— 2 :
Il =g =)

Le coefficient de =™ est donc 1 si n est pair, et 0 si n est impair. Le rayon de convergence est
R=1.

4. Déterminer de méme le développement en série entiere de T2 On précisera le coef-
—z

ficient de " selon la parité de n.

Pour |z| < 1, en multipliant par z :

+00
x S = Z 22t
1—2x

n=0

Le coefficient de ™ est donc 1 si n est impair, et 0 si n est pair. Le rayon de convergence est
R=1

1 . - s 1+
5. En déduire le développement en série entiere de 12 Que remarque-t-on ?
—x

Pour |z| < 1, en additionnant les deux développements précédents :

1+ 1 T +00 +00 +00
_ _ 2n 2n+1 _ n
17x2_17m2+17x2_2x +Zx —Zx.
n=0 n=0 n=0
1 1 1
On remarque que 1 _—’_;; = (1 — :E;_(ir—l- :L’) = 1—=x pour x # —1, ce qul est cohérent avec la

série géométrique de départ.

6. Pour chacune des fonctions précédentes, préciser le rayon de convergence du développe-
ment obtenu.
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Toutes les séries obtenues ont un rayon de convergence R =1 :

O (n+1)z™, R =1 (la série géométrique dérivée terme a terme conserve

T e
le racbyon de convergence) ;
— Goap ~ TGt R=1
1
71—3:2_2" Ow R=1;
_ % — +°°0x2n+17 R=1;
= 4z
1 aF B +o00
717932_2 oz, R=1.
m Calcul d’'une somme de série entiere [bRg

0 S JFZO]O (3x)"
n considére la série entiere S(z) =  —
r n2 +3n+2

1. Calculer son rayon de convergence R. Si |z| = R, cette série converge-t-elle ?

R =
Pour

— W=

1
n2

i = %, la série converge absolument car g

1
n2+3n+2 n—+00

. . 1 . .
2. Décomposer la fraction rationnelle ——————— en éléments simples, c’est-a-dire trouver

+3n+2
les réels « et 3 tels que m =g+ niﬂ

a=1let f=—-1

3. Calculer la somme de la série pour |z| < R.

Soit |z| < R. On a

m Calcul d’'une somme de série entiére EPHE

(=) .
n(n —1)

n

Soit la série entiere Z

n=2

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série. Préciser son intervalle de conver-
gence et le comportement de la série aux extrémités de cet intervalle.


https://openyourmath.org/exercise/kbR8
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R=1et D=[-1;1]
. L (=" -
2. Déterminer le rayon de convergence de la série 2 — et de la série
n=2 (n o 1)
Z (_1)nxn72 ?
n=2
Etudier le comportement de chacune de ces séries au bord de son intervalle de conver-
gence.
Pour la premiére, R =1 et D =| — 1;1].
Pour la deuxiéme, R =1 et D =] — 1;1].
3. Calculer la somme de la série Z (=1)"z™ 2,
n=2
+00 1
. _1\n n—2 _
v €] — 1;1], 22( D"z T
£ 1.1t - (_1)71 n—1
4. En déduire la somme de la série 2 -
(n—1)
n=2
+0 ( 1)n
. — n_l p—
V€] — 1;1], ;2 D - In(1 + ).
Ex 7 Développement en série entiere d’une fonction Bot

Soit la fonction d’une variable réelle f: x — e* — 1. Déterminer un développement en série
entiere de la fonction f et préciser le rayon de convergence.

On en déduit en subtistuant « par z2 que pour tout x € R,

+0o0 :E2n +00 932”
) = — = I = e
fl@) =3, — Pl
n=0 n=1
m Développement d’une fonction usuelle en série entiére 5YTY

A Daide des développements en séries entieres des fonctions usuelles, calculer les développements
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en séries entieres en 0 des fonctions réelles suivantes :

e T

et déterminer le rayon de convergence de ces développements.

On écrit les développements sur Uintervalle | — R; R[ ol R est le rayon de convergence :

2l it (6]

33 P
— Vze]-1;1], g(xz) =In(1+z)—In(1—z) = io ()" x"++w
=1 " n—1
2 e
= 2n-1
— Vze] - 1;1], h(x)—ﬂO;'(;xgx -><<§+n—1>)w2"



