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Ex 1 Séries divergentes o5

En examinant la limite du terme général, montrer que les séries suivantes divergent :

Si le terme général u,, ne converge pas vers 0 alors par théoréme du cours, >, u, est une série divergente.

1. 7; (1 + (=1)"cos (%)) ;

n=1

v 2 () -)

i J

g , ST 1 , 9 S n
Utiliser un développement limité de In (1 = n—H) pour déterminer la limite de (nLH) .

Ex 2 Série télescopique iud

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

1. Décomposer 1 en éléments simples, c’est-a-dire chercher des réels a et b tels que :

D —
1 a N b
n2—1 n—-1 n+1
L1 L. 1
2. En déduire que la série Z g 7 converge et calculer sa somme.
n>27L o
o
Ecrire la somme partielle et observer les simplifications.
Ex 3 Nature de séries had2

Etudier la convergence des séries Y, wu, suivantes et préciser la somme de la série quand
n=ngo
celle-ci est convergente.


https://openyourmath.org/exercise/list?list=tPpR,Jfwq,na3z,cEVS,mN4p,vRme,rVaz,UHns,BZWM,mK4p,Rz9w,yp7e
https://openyourmath.org/exercise/tPpR
https://openyourmath.org/exercise/Jfwq
https://openyourmath.org/exercise/na3z
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n
1. un=<%> ,n0=0

2. unzln( —#) , 1o

|
N

On peut remarquer que In(1 — -5) = In(n — 1) + In(n + 1) — 2In(n).

144 )"
?)Un:(T/L) ,TLO:O
4. up =
< Un = ma—g) > 0 = 3
On peut décomposer la fraction en éléments simples, i.e. chercher a, b et ¢ des réels tels que

2n—1 __ a b @
nn2—4) — n + n—2 + n+2°

m Séries a termes réels positifs CEvs

Etudier la convergence des séries > u,, suivantes :

nZ+n—1

—1)n+

L up = n3T<Lkl 6. up = (nz)ﬁn

n
2. up = nQ{\/ﬁ

. 1 utiliser Pinégalité n! > 2771,
3. Up = nsin (5)
4, up=-=In(1+ L _ 1

"= Vn Vi 7. un =3

5. Un = M}fﬁ 8. up =1In <M>

utiliser la quantité conjuguée, i.e.

multiplier le numérateur et le déno- utiliser un équivalent de In(1 + z) en
minateur par v/n + 1 + 4/n. 0.
m Séries de méme nature via un équivalent anag
Un,

Soit >’ u, une série a termes positifs et soit v, = Tru
un

1. Montrer que 0 < v, < 1 pour tout n, et que v,, < u,.

2. Montrer que si u, — 0, alors v, ~ uy, et en déduire que > u, et > v, sont de méme
nature.

Utiliser le critere d’équivalence pour les séries a termes positifs.


https://openyourmath.org/exercise/cEVS
https://openyourmath.org/exercise/mN4p

EMIA2/STD MATH4 - Chapitre 2

3. Montrer que si u, ne tend pas vers 0, alors > u, diverge. Montrer également que v,, ne
converge pas vers 0 et en déduire que la série > v, diverge.

4. Conclure : Y uy, et >, v, sont de méme nature.

m Séries de Bertrand e

Soient o € R et B € R deux parametres réels. On s’intéresse a la série Z Uy, aAvec

n=2

1

T e (In(n))?

qui s’appelle une série de Bertrand. Sa convergence dépend des valeurs prises par a et .
_ 1+
1. Supposons que a > 1 (B est quelconque). On pose v = =T<.
(a) Vérifier que v < . Que peut-on dire de la série Y, - ?
(b) Vérifier que lim nYu, = 0.
n—+00
(c) Conclure sur la convergence de Z U
n=1
2. Supposons que « < 1 : calculer lirf nu, et conclure sur la convergence de Z W
n—+0o0
n=1

3. Supposons que o =1 et 5 < 0.

(a) Montrer qu'il existe un rang N & partir duquel pour tout n > N alors —1— > 1.

(In(n))” =
(b) Conclure sur la convergence de Z U
n=1
4. Supposons que a = 1 et § > 0. Pour tout x > 1, On pose f(z) = m de sorte que

un, = f(n) pour tout n > 2.

(a) Vérifier que f est positive et décroissante sur |1 + oof.

(b) On considere I'intégrale
+o0
I= f(t)dt
2
En effectuant le changement de variable u = In(¢), montrer que I est une intégrale
convergente si et seulement si g > 1.

(¢) Conclure sur la convergence de Z U

n=1

Ex 7 Critére de D’Alembert

On définit les deux suites suivantes pour tout n entier naturel non nul :

" :(n~|—1)(n~|—2)...(2n) ot v — 1
" (2n)n " n(n+1)



https://openyourmath.org/exercise/vRme
https://openyourmath.org/exercise/rVaz
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On s’intéresse a la nature de la série de terme général u, et de la série de terme général v,,.

1. Appliquer le critére de d’Alembert & ces deux séries. Que peut-on conclure sur la nature
des séries de terme général u, et v, 7

2. En comparant la série de terme général v,, a une série usuelle, déterminer sa nature.

m Critere de Cauchy Ghind

En utilisant le critére de Cauchy, déterminer la nature de la série dont le terme général est

S n—1)"
ernnl1 par @ u, = .
Pat - tn =\ on ¥ 1

m Etude d’une série a termes positifs T

Soit la suite (uy,) définie par :

2
n
VneN* u,=-——.
T (n—1)!
Montrer que la série Z Uy, converge.
n=1
Etude de séries numériques (1) ha

Dans chacun des cas, dire si la série de terme général u,, est absolument convergente, semi-
convergente, divergente ou grossierement divergente.

Pour montrer qu’une série est semi-convergente, deux démonstrations sont nécessaires : montrer que

> un converge, et que Y |un| diverge.

o sin(n?) 4. u, = 2% 7. up =In(1+e™")
S Up =
Z 10000
_ (@n+1)* B 1\" g _n
1" (=n" 1
3un:<1—n> 6.y = ~—— 9“n:n7(ln)


https://openyourmath.org/exercise/UHns
https://openyourmath.org/exercise/BZWM
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Etude de séries numériques (2)

Rz9W

Dans chacun des cas, dire si la série de terme général u,, est absolument convergente, semi-
convergente, divergente ou grossierement divergente.

(=1)" In(n)

1. u, =

Commencer  par
étudier la conver-
gence absolue,
puis appliquer le
critere des séries

alternées a la suite

)

2w, = cos(n’m)
nln(n)

Remarquer que
|cos(n?m)| = 1
pour tout n, puis
conclure par com-
paraison a une

série de Bertrand.

1

3. = —
tn ncos?(n)

Calcul de sommes

+00

1
On admet que e = Z —.
n!
n=0
+00
1. En déduire la somme : Z
n=1

Chercher une mi-
noration de w, en

termes de %

2
+1
4. u, = sin(n 7r>

n

Décomposer

n2+1
n

utiliser la formule
sin(nt + 0) =
(—=1)" sin(0).

— 1 g
=n+ .~ puis

b
(Inn)™

5. u, =

Calculer (|u,|)Y™
et appliquer le cri-

tere de Cauchy.

1

(n—1)"

6. un,

1
:1—cos< )
n

Effectuer un déve-
loppement limité
du cosinus en 0 a

l'ordre 2.

_ (4n+1 "
\3n+2

1
n(n+1)(n +2)

Décomposer en
éléments simples
pour calculer
explicitement les

sommes partielles.

yp7e

Faire un changement d’indice dans la somme pour faire apparaitre la somme connue.

Pn+1
2. Calculer la somme : Z
e n!

On peut décomposer en deux sommes et utiliser le résultat de la question précédente.

+00
3. Calculer la somme : Z
n=0

n?—2

n!


https://openyourmath.org/exercise/Rz9w
https://openyourmath.org/exercise/yp7e
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+00 ng
4. Calculer la somme : Z

n!
= n!



