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Ex 1 Séries divergentes

tPpR

En examinant la limite du terme général, montrer que les séries suivantes divergent :

1
1. Z (1 + (—1)" cos <n>> ;
n=1
On pose u, = (1 + (—1)" cos (%)) : alors ug, = 1+ cos (n—lz) o 1 donc lim u,, # 0 donc la
série est divergente.

(="
2. S .
;1 1+n-t

On pose u, = (="

(=D™ . _
T alors ws, =

v () -)

% — > 1 donc lim u,, # 0 donc la série est divergente.
1+g n— 00

Contrairement aux apparences, le terme général ne tend pas vers vers 0. En effet :
n 1
n _ n4l-1 _ 1 _ 1 n _ nin(1-547)
7T = ngr = 1 p3y donc (n+1) =@ WA
1 1 1
Or In (1 n+1) G donc nln (1 n+1) et 1.

n

Par composition de limites, on en déduit que (-2~ ) ——— e * =1 £ 0. Donc la série est
n+l n—+00 €

divergente.

m Série télescopique

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Jfwg

1. Décomposer

71 en éléments simples, c’est-a-dire chercher des réels a et b tels que :
n —

On remarque que
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L L. 1
2. En déduire que la série Z 71 converge et calculer sa somme.
n=2 ne =
On écrit la somme partielle :
i 1 11
—ni-1 42n-1) 2n+1)
_dgn i i i
24 n-1 240+l
_IN 11NV
2 =on 2 = n
N-1 N-1
1 1 1 1 1 1
=~ (14 = - =L =
2<+2+2n < n+N+N+1>>
n=3 n=3
_1(, 1 1 1
T2 2 N N+1
1 1 3
_ ]_ _ = —
N—+ow 2 < + 2) 4
Donc la série converge et sa somme vaut %.
Ex 3 Nature de séries e

Etudier la convergence des séries >, wu, suivantes et préciser la somme de la série quand
n=ngo
celle-ci est convergente.

3 n
lun=<§> ,n():()
C’est une série géométrique de raison g = % > 0 donc une série divergente.
2. unzln(l—#> , Ny =2

On écrit la somme partielle :

“ 1
I;;n <1 — ﬁ)

Il
INgE

In(k + 1) + In(k — 1) — 2In(k)

ol
||
V)

In(k + 1) — In(k) — (In(k) — In(k — 1))

Il
INGE

bl
Il
)

|
—

n(n+1)—In(n) —In2 — —In2

n—+0o0

La série Y, u, est convergente et sa somme vaut — In(2).

3. un:<¥>n,n0:0
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C’est une série géométrique de raison g =

[ee]
somme vaut 355 up = tEo = 125

L et |g| = % < 1 donc une série convergente. Sa

1
4 up =737 ,m0=0

C’est une série géométrique de raison g = % < 1 donc c’est une série convergente. Sa somme

vaut 3% u, = l—iq =3
2n—1
5. Un = n(n2—4) B nO = 3

On trouve dans un premier temps que u, = ﬁ = ﬁ 4 8(%_2). On écrit la somme partielle
pour n = 3 (les termes de la série ne sont pas bien définis pour n < 2) :

k=3 k=3
n 1 n+2 5 n—2 3
P IPT DI R
k=3 k=5 k=1
1 1, 1 1 N5 3.3 3 3
S 12 16 4(n—1) 4n & 8k 8 16 24 32
89

— s =
n—+w 96

m Séries a termes réels positifs

Etudier la convergence des séries > u,, suivantes :

1. u, =

_n__

n3+1

Alors u, > 0 pour tout n e N et u, ~ 75 = n% donc par comparaison a une série de Riemann
o

convergente (a = 2 > 1), la série Y, u, converge.

2. up = L
CUn = o2
Alors u, = 0 pour tout n € N et u,, ~ *n@ = n§/2 donc par comparaison a une série de
+00

Riemann convergente (o = 3/2 > 1), la série >, u, converge.

3. U, = nsin (%)

Alors u,, > 0 pour tout n € N* et u,, ~ n x % = 1 donc la série Y, u, diverge grossiérement.
+00

4. unzﬁln@—i—ﬁ)
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D.

7.

8.

Soit > uy, une série & termes positifs et soit v, =

1.

C Uy =

Alors u, > 0 pour tout n € N* et up, ~ —= x —= = 1 donc par comparaison & une série de
n Z UDP n e VT Vn n p p

Riemann divergente (o = 1 < 1), la série >, u, diverge.

_ Vn+l—y/n
Up = o

Alors u, > 0 pour tout n € N* et u, = ”"+711_‘/ﬁ = (V"+71Lz:/%+v :L/%l)_ﬁ) = n(\/%+x/ﬁ) =
1 1 _ 1 . N 2.9 g
A VITIT) £ TR T T donc par comparaison & une série de Riemann convergente

(a =3/2 > 1), la série >, u, converge.

(=1)"+n
n2+1

_ (=1)"+4n

Alors u, > 0 pour tout n € N* et u,, = T e = % donc par comparaison a une série
+00

de Riemann divergente (o = 1 < 1), la série >, u, diverge.

Un = 77

1
n:
Alors u, > 0 pour tout n € N* et u, < zn%l pour tout n € N* donc par comparaison & une

série géométrique convergente (¢ = 1 < 1), la série ] u, converge.

2
O (n +n+1>

n2+n—1

Alors u, > 0 pour tout n € N* et u,, = In (M) = In (1 + #) ~ donc

2
n24+n—1 n?+n—1) Lo n24+n—1
par comparaison & une série de Riemann convergente (o = 2 > 1), la série Y, u,, converge.

Séries de méme nature via un équivalent

Un
1+ uy,
Montrer que 0 < v, < 1 pour tout n, et que v, < u,.

Puisque u,, > 0,ona 1+wu, > 1> 0, donc v, = 1 _l:n > 0. De plus up, < 1+ uy, donc v, < 1.
Un
Un
Enfin, v, = < up car <
"1l tu, " 1+ u,

mN4p

2. Montrer que si u,, — 0, alors v, ~ u,, et en déduire que > u, et >, v, sont de méme

nature.
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Si u, — 0, alors 1 + u, — 1, donc

Un _ 1

= — 1,
Un 14+ Up noto

ce qui signifie v, ~ u,. Comme u, > 0 et v, = 0, le critere d’équivalence pour les séries a
b

termes positifs garantit que > u, et Y, v, sont de méme nature.

3. Montrer que si u, ne tend pas vers 0, alors > u, diverge. Montrer également que v,, ne
converge pas vers 0 et en déduire que la série > v, diverge.

Si un, — 0, la condition nécessaire de convergence n’est pas satisfaite, donc > u, diverge.
Par ailleurs, on peut écrire

Un, 1

= =1- .
].-‘r’LLn 1+un

Un

Si u, — 0, alors

— 1, donc v, — 0. La condition nécessaire de convergence n’est pas

satisfaite pour >} v, non plus, donc Y, v, diverge.

4. Conclure : Y u, et > v, sont de méme nature.

D’apres les questions précédentes :
— si up — 0, les deux séries sont de méme nature par équivalence (question 2);
— si up, — 0, les deux séries divergent (question 3).

Dans tous les cas, Z Un €t Z'Un sont simultanément convergentes ou divergentes : elles sont de

méme nature.

m Séries de Bertrand e

Soient o € R et B € R deux parametres réels. On s’intéresse a la série Z Uy, AVeC
n=2
1

“ T ne (n(n))?

qui s’appelle une série de Bertrand. Sa convergence dépend des valeurs prises par a et 5.
_ 1+

1. Supposons que o > 1 (B est quelconque). On pose v = ~5%.
(a) Vérifier que v < a.. Que peut-on dire de la série Y n% ?

On observe que a > 1 d’ott 2aa = a+a > 1 + a = 27 d’ou o > . De plus, « > 1 d’ou
1+a>2d’01‘11+7"‘:'y>1.

- . S
(b) Vérifier que nl_l)rfoon Un = 0.
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g . ¥ _ 1 1 D 2
Si 8 = 0 alors on peut majorer n”u, = o TN € == - 0 d’ou le résultat.
g . , -8
Enfin, si 8 < 0 alors par croissances comparées, (11;(;17)_)7 —

n—+0o00

(c) Conclure sur la convergence de Z U
n=1
Donc par définition, u, = o (n%) or Y, n% est une série convergente donc par comparaison

de séries & termes positifs, > u, est également une série convergente.

2. Supposons que « < 1 : calculer lim nu, et conclure sur la convergence de Z Up,.-
n—+00
n=1

Sia<1alors lim nu, = lim —2—— = lim -2
n— —+00 " n—+00 ”a(ln(”))ﬁ n—+400 (1“<”))ﬁ

rang, nu, = 1 donc u, > % donc par comparaison & une série de Riemann divergente (o = 1 >

l1—a

= +00 donc a partir d’un certain
0), la série > u, diverge.

3. Supposons que o =1 et 5 < 0.

(a) Montrer qu'il existe un rang N & partir duquel pour tout n > N alors —1— > 1.

(In(n))”

Si 8 <0 alors (In(n))™” = 1 pour tout n > 3 donc & partir du rang N = 3 > 1.

1
> (In(n))? =

(b) Conclure sur la convergence de Z U
n=1

On en déduit que u, = m > % pour tout n = N = 3 donc par comparaison a une

série de Riemann divergente (o = 1 > 0), la série >, u, diverge.

1
5 de sorte que

4. Supposons que a = 1 et § > 0. Pour tout x > 1, On pose f(z) = )P

un = f(n) pour tout n > 2.

(a) Vérifier que f est positive et décroissante sur |1 + oof.

On a f(z) = m et In(xz) > 0 pour tout z > 1 donc (In(z))’~' > 0 pour tout z > 1
donc f est positive sur |1, +oo[.

—In(x)P —BxIn(x)P~1 —In(z)? 1 (In(z @
De plus, f'(z) = In( iQ 1nix)12l§ ) = = 9)62 ln((;)£5)+5 ) et In(z)+ Bz > 0 pour tout = > 1
donc f/(x) < 0 pour tout > 1 donc f est décroissante sur |1, +ool.

(b) On considere I'intégrale
+o0

I = f(t)dt
2
En effectuant le changement de variable u = In(¢), montrer que I est une intégrale
convergente si et seulement si § > 1.
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On pose u = In(t) de sorte que du = % et t = " donc

+00 +00 1

+00 1 +o0 1
I= f)dt = f ———¢€"du = J. e'du = J —du
2 In(2) €% In(e*)? In(2) €“u? In(2) uP

Or 8 > 1 donc B — 1 > 0 donc par théoreme de comparaison & une intégrale de Riemann
convergente (o = 8 — 1 > 0), l'intégrale I est convergente.
Réciproquement, si § < 1 alors f—1 < 0 donc par théoréme de comparaison a une intégrale

de Riemann divergente (a = § — 1 < 0), l'intégrale I est divergente.

(c) Conclure sur la convergence de Z U
n=1

Par théoréme de comparaison série intégrale, la série > u, converge si et seulement si

Pintégrale I converge donc par la question précédente, la série Y, u, converge si et seulement

sifg>1.

rVaz

Ex 7 Critére de D’Alembert

On définit les deux suites suivantes pour tout n entier naturel non nul :

" :(n+1)(n+2)...(2n) T 1
" (2n)" BRVCES

On s’intéresse a la nature de la série de terme général u,, et de la série de terme général v,.
1. Appliquer le critére de d’Alembert a ces deux séries. Que peut-on conclure sur la nature
des séries de terme général u, et v, 7

On a u, = 0 pour tout n € N* et

Unt1 _ (n+2)(n+3)..2n +2) " (2n)"

Ui (2n + 2)n+1 (n+1)(n + 2)...(2n)
_2n+1 « 2n "
T on+1 2n + 2

_ 2l 1

 on+1 ( n+1 )
2
e~

2 1 1
n + 1 <1
e

X

~

+00

~

+0 n+ 1

donc par le critére de d’Alembert, la série Y, u, converge.

Vn41 Vrntl) o /m

Pour la deuxiéme série, on a v, = 0 pour tout n € N* et o \/(n+1)(n+2) =

L ~ 1 donc par le critére de d’Alembert, la série Y, v, est indéterminée.

v ~
Vr(y/1+2) 40 4/1+2 +o0

2. En comparant la série de terme général v,, & une série usuelle, déterminer sa nature.

On a v, = 0 pour tout n € N* et v, ~ % donc par comparaison a une série de Riemann
+0o0

divergente, la série >, v, diverge.


https://openyourmath.org/exercise/rVaz

EMIA2/STD MATH4 - Chapitre 2

m Critére de Cauchy ine
En utilisant le critere de Cauchy, déterminer la nature de la série dont le terme général est

o n—1\"
défini par : u, = .

2n+1

On a u, = 0 pour tout n € N* et

donc par le critére de Cauchy, la série > u, converge.

m Etude d’une série a termes positifs Bz

Soit la suite (u,) définie par :

n2

VneN* u,=-——.
O (n—1)!
Montrer que la série Z Uy, converge.

n=1

La suite (un) est positive. Calculons le quotient “2+L

Un

Vn e N*, = X —— = = ——=0< i
Un n! n n n n—+ow

Unt1  (n+1)2 n—l!_<n+1>2 1

Par la regle de d’Alembert la série Z Uy, CONVErge.
n=1

Etude de séries numériques (1) e

Dans chacun des cas, dire si la série de terme général u,, est absolument convergente, semi-
convergente, divergente ou grossierement divergente.
sin(n?)
—0
La série est absolument convergente : le terme général vérifie |u,| < %, qui est le terme

général d’une série de Riemann convergente (parameétre 2 > 1).
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(2n + 1)*
2. Upy = s
tn (Tn? +1)3

Série a termes positifs. On a wu,, ~ terme général d’une série de Riemann convergente de

B2 °
n
parameétre 2. Donc ), u, est absolument convergente.

1 n
3. un:<1—>
n

Un — €~ # 0 donc > u, diverge grossiérement.

n

Série a termes positifs. Par le critéere de D’Alembert :

un+1_n+1 1

< 1.

Un 2n n—o4w 2

Donc )} u, est absolument convergente.

77.2
Up = (1 —+ %) > 1 donc (un) ne tend pas vers 0 : >, u, diverge grossiérement.

(=1)"
vn+1

6. u, =

1 o 9 2.gq q .
|un| ~ o terme général d’'une série de Riemann divergente, donc ), u, ne converge pas
absolument.

QLS 2. g , 1 , . ..
Par le critere des séries alternées, (\/ﬁ) est décroissante de limite 0, donc Y, u, converge.
Conclusion : Y u, est semi-convergente.

7. up =In(1+e")

Série a termes positifs. On a u, ~ e ", terme général d’une série géométrique convergente

(raison e~ < 1). Donc 3 u, est absolument convergente.

nlOOOO

8. up =

n!

Par le critére de D’Alembert :

10000
Un+1 _ n+1 . 1 0<1.
Un n n+1 noto

Donc )] u, est absolument convergente.
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In(n)

9. u, =

Série a termes positifs. Comme wu, > %, par comparaison a la série harmonique divergente,
> un diverge.
Etude de séries numériques (2) iz

Dans chacun des cas, dire si la série de terme général u,, est absolument convergente, semi-
convergente, divergente ou grossierement divergente.

—1)™In(n
L () )
n
lun| = 22 > L. donc Y un ne converge pas absolument (comparaison a la série harmonique).

Par le critere des séries alternées, (I“T") est décroissante et tend vers 0, donc > u, converge.

Conclusion : Y u, est semi-convergente.

cos(n?m)
2. Uy = ————
nln(n)
On a |u,| = ﬁi)n’ terme général d’une série de Bertrand convergente (parameétres o = 1,

B =1). Donc >, u, est absolument convergente.

1

3 Uy =
tn n cos?(n)

> 0. Par comparaison a la série harmonique divergente,

Pour tout n, cos®(n) < 1 donc un, >

> un diverge.

241
4. u, = sin<n+ 7T>

n

On réécrit :

1
Up = Sin((n + *)7‘!’) = sin(nﬂ + E) = (—=1)" sin(z) .
n n n
Comme |un| ~ T, la série 3 u, ne converge pas absolument.

Par le critere des séries alternées, (sin %) est décroissante de limite 0, donc Y, u, converge.

Conclusion : Y u, est semi-convergente.

1

5.ty =
tn (Inn)m

Par le critére de Cauchy : (Ju,|)Y/™ = i — 0 < 1. Donc Y u, est absolument convergente.

10
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Par développement limité : u, ~ o terme général d’une série de Riemann convergente. Donc
n

> un, est absolument convergente.

- _(4n+1 "
P Un = 3n+2

Up, — (%)Jroo = +00, donc (un) ne tend pas vers 0 : > u, diverge grossiérement.

1
nn+1)(n+2)

8. u, =

Up ~ %, série de Riemann convergente, donc Y, u, est absolument convergente.
Décomposition en éléments simples :

1 12 1 1/2
_12_ 2

n(n + 1)(n + 2) n n+l n+2

Les sommes partielles donnent :

iu_l_ 1 1
ST o +1) 2t 2) note 4

1
La somme de la série vaut 1

Calcul de sommes yp7e

+o 4
On admet que e = Z —.
n!
n=0
+00 1
1. En déduire la somme : Z m
n=1
+0o0 1 +0o0 1
7;1 (n—1)! ngo n'!
=e
400
1
2. Calculer la somme : Z nt
= n!

11
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On décompose la somme en deux sommes :

+00 +00 +00
n+1 Z n 1
IR
= n! = n! = n!
400 +00
1 1
R
= (n—1)! = n!
400 +00
1 1
HETSE
= n! = n!
= 2e
+00 9
n*—2
3. Calculer la somme : Z
0 n!
n=

On décompose la somme en deux sommes :

29 2 1
I I

n=0 n=0 n=0
n 1
;1 (n—1)! ;O n!
—1+1 1
= % _9 Z =
= (n—1)! Zyn!
1 1 1
_ _9 =
= (n—2)! ;1 (n—1)! ;0 n!
1 1 1
— . _ 2 .
= n! 7;0 n! ;0 n!
=0
+00 n3
4. Calculer la somme : Z —
0 n!
n=

On simplifie :

n=1
n(n — 1) n—1 1
-~ +
= n—1)! ngl (n—1)! 7;1 (n—1)!
n 1 1
=, (n—2)! 22 (n —2)! Z (n—1)!
n—2+2 1 1
Lt u ot A
1 2 1 1
= + +
& (n=3)! ;2 (n—2)! ,;2 (n—2)! n; (n—1)!
1 1 1 1
I RE IR RN,
n=0 O n=0 n=0 n=0 e
= be

12



