EMIA2/STD MATH4 - Chapitre 1

Analyse asymptotique

Version web

Ex 1 Equivalents : vrai ou faux

l.x4+41 ~ «x

r—>+00
Vrai. En effet, par définition, f(z) ~ g(x) lorsque
i@
9(z)
Ici,
1 1
s =1+—-—1 lorsque x — +o00.
a a

2. 22— ~ =z

T—>+00

Faux. On a :

2172—217

=z —1,
x

et puisque x — 1 — 400 lorsque z — +00, le rapport ne tend pas vers 1.

3. In(z) ~ In(10%2)

T—>+00

Vrai. En utilisant la propriété logarithmique,
In(10°z) = In(10°) + In(z),
on obtient :

In(10° In(10°
M=l+ n(O)—>l lorsque x —> +00.

In(z) In(z)

4. 22+ 22 +1 ~ 22+22
r—>+00
Vrai. En divisant numérateur et dénominateur par z2, on trouve :

332+2x+1_1+%+%2
2+ 2z 1+%

— 1 lorsque z —> +00.

5. Vo +1 ~01

Tr—>

o
3

o

_rs F_
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https://openyourmath.org/exercise/list?list=dmDL, zmLP, 9Acu, eDzQ, aWAS, ZTjz 
https://openyourmath.org/exercise/dmDL
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Vrai. Par développement limité de 4/1 + = au voisinage de 0, on a :
2
VIFE=14E T
ce qui implique que
Vo +1
1

— 1 lorsque z — 0.

6. x ~ 2x
0

xr—>

Faux. En effet,

x 1
— == # 1.
2x 2
7. ex ~ eac-i-lo6
r—>+00
Faux. On a :
e’ —108
ez+105 =€ # 1’
100

car e~ est une constante strictement inférieure a 1.

— =¢e¢ " —> 1 lorsque z — 0.

3
9. 6x°+2x ~ 31.2
2x+1 T 00

Vrai. Pour  — +00, les termes dominants sont 6z au numérateur et 2z au dénominateur.
Ainsi,
6z + 2z  62°

_ 2
s+l 2w %

3
10. 6z°+2x 2
2x+1 . 0

Vrai. Lorsque £ — 0, on a :
62° + 2z ~ 2z et 20 +1~1,

donc :

623 + 2z

D,
2 + 1 v

A faire sur Moodle


https://moodle.st-cyr.terre.defense.gouv.fr/moodle/mod/quiz/view.php?id=31595

EMIA2/STD MATH4 - Chapitre 1

Equivalents simples

Trouver un équivalent simple pour chaque fonction suivante :

1.

224+2z+1
x3+x+2

2 L1
Réponse : 5

Lorsque & — 0, le numérateur tend vers (0)2+2(0)+1 = 1 et le dénominateur vers (0)*+(0)+2 =

2. Donc la fonction est équivalente a % en 0.

en 0

(z+1)3
(e —3z275)z €M T ©
. o1
Réponse : =

Quand 2 — +00, on a (z + 1) ~ 2® et (22* — 32° + 5) ~ (22*)? = 42®. Donc la fonction est

1

Seialenie 8 23
equivalente a 428 = 4z °

sinz +cosz en 0

Réponse : 1
z?

En 0, sin(0) = 0 et cos(0) = 1. Plus précisément, sinz ~ = et cosz ~ 1 — % en 0, donc

sinx + cosx ~ 1 car le terme constant est dominant.

.4/3712—1—1 en + oo

Réponse : 1
Quand z — 400, z% — 0, donc z% + 1 ~ 1. Par continuité de la racine carrée, 4/ %2 +1~+/1=
1.

1—€” en0O
Réponse : —z
En développant €® en 0: e® =1+ x + o(z). Donc 1 —e®” =1— (1 4+ z + o(z)) = —z + o(x).

1
1—e22 en +
Réponse : ——5

1
Quand & — +00, -5 — 0. En posant t = %, ona e’ = 1+t+o0(t). Donc 1 —€z? = —~5 +0(5).

 sin (%) en + oo

Réponse : 1

Quand x — 400, £ — 0. En posant t = 1, on a sin(t) ~ ¢t. Donc @sin () ~ 2 - L = 1.

Vz+1
2271 €l + o0

zmLH


https://openyourmath.org/exercise/zmLP
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, _ il
Reponse Y 532

Pour 2 — +00, les termes dominants sont v/ au numérateur et 22> au dénominateur. Donc
VE+l o vE o1

2x2 222 T 2g3/2°

9. ﬁm(uﬁ) en + o0

Réponse : 1

Pour 2 — 400, —= — 0. Avec t = —=, on a In(1 +t) ~ t. Donc \/:Eln(l-‘rﬁ) ~ T

, = - 1L

1
Vx

10. € +sin(z3) en 0
Réponse : 1
En 0, €® = 1 et sin(0) = 0. Plus précisément, e* ~ 1 + z et sin(z®) ~ x> au voisinage de 0.

Donc €® + sin(z3) ~ 1.

11. In(cos(x)) en O

, 2
Réponse : —%-

Développons cos(z) ~ 1 — % en 0. En utilisant In(1 + ¢) ~ ¢ pour ¢ proche de 0 et en posant
2

t=cos(z) —1~ —%, on obtient In(cos(x)) ~ —%-.

m Equivalents simples hcd

Trouver un équivalent simple pour chaque fonction suivante :

1 322 —z+4
23 +5x+7

4

Réponse :

Lorsque x — 0, le numérateur tend vers 3(0)> — (0) + 4 = 4 et le dénominateur vers 2(0)% +

5(0) + 7 = 7. Donc la fonction est équivalente & 2 en 0.

12—1

Réponse : 1

en (0

241 _ 1t

) 21 1—

Ry

Quand x — +0

s . P 2
~ 1. Par continuité de la racine carrée, 4/ i;j ~+/1=1.

4

3.ef—1—xz en0

2
Réponse : -
En développant e en 0 : e =1+ x + % + o(z?). Donc e — 1 —x = el o(z?).


https://openyourmath.org/exercise/9Acu
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4. In(1+ %) en +a
Réponse : %4
Quand z — +00,
In(1+ w%) ~ %4.

1
24

— 0. En posant t = 1, on a In(1 +t) ~ ¢t pour ¢ proche de 0. Donc

5‘ Sln.’lf;igcosil) en 0
2 L1
Réponse : 3

) . 3 2 :
Développons sinz = = — 2= + o(2®) et cosz = 1 — & + o(z”) en 0. Donc sinz — zcosz =

xr — % — x(l — é) ar 0(933) = — % —x + 33273 + 0(933) — % + o(m3). Ainsi, Sinx;agcosm - %

3
+2
6. % en + oo

> L1
Réponse : 3

Pour x — 400, les termes dominants sont =
z3+2x 23 1

3 au numérateur et 3z> au dénominateur. Donc

323 —22 ~ 3x3 3"

m Equivalents simples D20

Trouver un équivalent simple quand n — +00 pour chaque suite définie par son terme général

ci-dessous :
_ 1 1
Loun = 593 = 531
1 1 _ 2 ~ 2 2 _ - 2
T e, e G 1 BT

2. up, =n+1+1In(n)

nx (1+%+'"(")) .

n+ 1+ In(n ~ mn,car lim 2@ _ gy ZPUTe T ) iy 4 L og () g
= T ( ) n—+40o0 ? n—+400 w0 n— 400 @ n—+0o0 T @ T @
3. U, = sin L
e vn+1
sin(u) ~ w=>sin (71 ) ~ L ~ 4
u—0 Vntl) pstoo VRFL nsion VR

4. up=+vn+1—+/n—-1


https://openyourmath.org/exercise/eDzQ
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. _ (A A D) (/ATT4VATT) _ (n41)—(n-1) _ 2
OmesyeFli=yn=1s Vi AThvi—T = Vatitynl = Vatitva=I
et vn+1++/n—1 > 24/n car :

n—+00
li Vntlty/n=1 _  ; L /n+l 1 /n=1 _ |3 1. 1_ 1A
Rt 2/n nil}rlw 2 w T2 ® nil}rlw 2712 Usst
2 1

n—+0o00

A/ —/n—-—1 ~ — =
n " n—+w 23/n  \/n

2
_ n+n+2
5. up =1In (7n2+n_1)
n?4n+2 _ n2x(1+%+f7) — l+%+n%
nZ24n—1 "QX(H'%—,L%) B 1+%_nl

1+ u+ 2u?
SruTmen 14 3u? + u?.e(u)

1+u—u2
2 2
In(l+v) =v—% +v2e(v) =In (%) = 3u? + u?.e(u)
v#0
i n?4n+2) _ 3 | 1 1 n2+n+2 3
Ainsi : In <n2+n71 = 5+-5€ (n) ou encore In T )|

aWAS

m Développement limité
1. Donner le développement limité de e® et de sin(z) au voisinage de 0 a 'ordre 3.

On prend d’abord les développements usuels
2 3 2 3
e” =1+x+%+%+x3-5(:c) = 1+x+%+%+0(m3)
3 3
z + 2% e(x) =:c—% +o(z?)

sine =z — —
3!

2. En déduire le développement limité de e” sin(z) a l'ordre 3.

3 23 .
%) X (z — %) en ne conservant que les termes de degré

On effectue le produit (1 +x + % uE
2

<3:
2 3 3 3
(1+x+%+%)x(m_%)=1x(m_%)+“<x)+%x<m>+...
_ 2 1 1) 3
=r+x +( 6+2)ac Fooo
2 z°
=T+ +§+
Ainsi:ez-sin(a:)=a:+x2+§+o(m3)=x+w2+§+x3~s(m)


https://openyourmath.org/exercise/aWAS
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m Développement limité ARE

Donner le développement limité de In(l + z) au voisinage de 0 a l'ordre 3. En déduire le
développement limité de (In(1 + z))? & Pordre 3.

1‘2 l‘S 3
In(l'+z)=2— — + =tz - e(z)

2 3

Py (z)

Ainsi, (In(1 + 2))? = 2% — 2® + 2% - £(2) = 2® — 2° + o(2®)


https://openyourmath.org/exercise/ZTjz 

