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Ex 1 Calcul de dérivées partielles G

: . L o . of of
Pour chacune des fonctions suivantes : préciser I’ensemble de définition, puis calculer 2 2
€T oy

R,
ox?’ 0y2  oOx Oy’
1. f(z,y) = 2% — 6xy — 6y + 2z + 24y

La fonction f est polynomiale en z et y, elle définie sur R?. Les dérivées partielles existent
également pour tout (z,y) € R? :

%(x,y) =2z — 6y + 2

%(w,y) = —6z — 12y + 24
>f
o0x?
>f
0y?
*f *f

(z,y) =2

(‘Tvy) =—12

2 2 o3
2. flz,y) =2+ 2y ;

La fonction f est définie sur {(z,y) € R? | y # 0}. Les dérivées partielles existent également
pour tout (z,%y) € R? telles que y # 0 :

0 3z2
Loy =22- 2
a 3
afg(w,y) =4y + %
% f 6z
@(x,y) 2—;
62 3
L) =425
a2f 2f 3%2

3. f(z,y) = exp(22? + 2y + Tx + 4?)


https://openyourmath.org/exercise/list?list=WmCw,DMpD,Fg10,1lAn,sfRx,aUnN,6n4q,zxCh,BAmc,LBLK,hqXo
https://openyourmath.org/exercise/WmCw
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La fonction f est une composée d’une exponentielle avec une fonction polynomiale en x et v,
elle définie sur R2. Les dérivées partielles existent également pour tout (z,y) € R? :

%(x,y) = (493 +y+ 7) exp(2m2 +ay + Tr + y2)

%(JC, y) = (z + 2y) exp(22° + 2y + Tz + %)

f ) , ,

ooz (@y) = (4+ (4o +y +7)7) exp(22” +ay + 7w +y)

°f ) ) ,
Tw(m,y)=(2+(3¢+2y) )exp(2z” + xy + T +y°)
>f () = >f (z,y) = (1 + (z + 2y)(4z + y + 7)) exp(22® + zy + Tz + y*)
awoy Y T dyon Y T Y Y p Yy Yy

4.

~

(z,y) = sin(zy)

L

La fonction f est une composée d’un cosinus avec une fonction polynomiale en z et y, elle
définie sur R2. Les dérivées partielles existent également pour tout (z,y) € R? et on observe
que les roles sont symétriques en x et y :

L (2,) = ycos(ay)

%(x,y) = z cos(zy)
2
gjjs(w,y) = —y’sin(zy)
2
(27]28(%21) = —z” sin(zy)
2 2
;:Uafy (@) = ;yafm (z,y) = cos(zy) — zysin(zy)

D.

~

(z,y) = In(z +y)

<

La fonction f est une composée d’un In avec une fonction polynomiale en x et y, elle est définie
sur le demi plan {(z,y) € R? | z + y > 0}. Les dérivées partielles existent également pour tout
(x,y) € R? telles que = 4+ y > 0 et on observe que les roles sont symétriques en = et y :

%(%y) = xiy
Hew =
aa:gy (2,9) = ﬁa:ljéfm (@) = _ﬁ
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m Dérivées partielles ity

Soit la fonction V: R? — R définie par

cos b

V(r,0) =

72

1. Donner ’ensemble de définition de V.

Dy = R* xR
0 A%
2. Calculer les dérivées partielles — et —.
or 00
pour (7,0) € Dy, on a
ov 2 ov 1 .
i cos 6, 0= 2 sin 0

2 2
3. Calculer les dérivées partielles secondes 887"‘2/’ 80‘0/ et ai‘a/g

pour (r,0) € Dy, on a

v o 2 9' 6 0
Bz or | 3P| T a8
v o 1 . ] 1
WZ% —TTSIHQ =—T7COSG
o’V o 1 . 1 2 .
rop  or| y2onf|=meinf

4. En déduire que
sin 0 é [7’26‘/] + i {sin@av} =0.

or or 00 00
On a
o, 0 [ 20V] 0. ,0V] _ . oV | 20’V ov. . .V
sin 0 & [7‘ E] 4F Fr [smeﬁ] = sinf [27‘5 +r a2 4F cosﬁﬁ +SIHGW
. 2 2 6
= sin 6 [27’(77“—3 cosf) +r ~ Cos 9]
1 . . 1
+ | cos 0(—72 sin 0) + sin 0(—72 cos )
cos 0 sin 6
= T(—4+6—1—1)
=0
[ Ex 3 | Calcul de dérivées partielles au bord du domaine de définition

On considére la fonction f: R? - R, (z,y) — /T + 5y.

1. Donner le domaine de définition de f.


https://openyourmath.org/exercise/DMpD
https://openyourmath.org/exercise/Fg10
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La fonction f est définie sur le demi plan {(x,y) € R? | z + 5y > 0}
of | of . S 5 .
2. Calculer . et e pour les points (x,y) ou c’est possible.
L Yy

La fonction racine étant dérivable sur ]0; +0o[, on peut calculer avec les régles usuelles les
dérivées partielles de f sur le demi plan ouvert {(z,y) € R? | = + 5y > 0} :

of 1 of 5

oz (@y) = 24/ + 5y %(x’ v) = 2+/z + 5y

3. Etudier I'existence des dérivées partielles en (z,y) = (0,0).

Il faut ici revenir a la définition en étudiant le taux d’accroissement des fonctions partielles en
0.

Pour étudier I'existence de %(O, 0), on pose pour tout > 0 : W = % = ﬁ 0
+00. On conclut que %(07 0)n’existe pas.

De méme, on pose pour tout y > 0 : %{;(0’0) = % _ Y5 ___, 1. On conclut que
Y Y VI 40

% (0,0) n’existe pas.

4. Méme question en (z,y) = (5, —1).

C’est exactement le méme probléme qu’en (0,0) translaté en (5, —1) :

on pose £ = 5 + h et on étudie le taux d’accroissement quand z tend vers 5, soit h — 0 :
fG+h,=D)=f(5,=1) _ vh _ L

h TR T Vi oo
on pose y = —1 + h et on étudie le taux d’accroissement quand y tend vers —1, soit h — 0 :
fG=14h)—f(5,=1) _ ~vh _ L

g TR VR e
On conclut que les dérivées partielles n’existent pas en (0, 0).

Calcul de dérivées partielles

11An

Une étude des glaciers a montré que la température T a linstant t (mesuré en jours) a la
profondeur = (mesurée en pied) peut étre modélisée par la fonction

ou To, Tl,

T(z,t) = Ty + Tie~* sin(wt — Az)

w = % et A\ sont des constantes réelles.

1. Exprimer les deux dérivées partielles de T'.

Les dérivées partielles sont définies pour tout (z,t) € R? :

oT

ox
oT

ot

(z,t) = —AThe > (sin(wt — Az) + cos(wt — Az))

(z,t) = wlie ™ cos(wt — Az)


https://openyourmath.org/exercise/1lAn
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2. Montrer que T vérifie I’équation de la chaleur :

oT 0T
g(%t) = k@(%t)

pour une certaine constante k£ a déterminer.

Il suffit de dériver une seconde fois par rapport a x I’expression de g—:(x, t) : on trouve

0T

T
02 ) x
2

0 0
F (—?(1’7 t)
(=A)*Tie™ ™ (sin(wt — Az) + cos(wt — Az))

+ (=A)?Tie ™ (cos(wt — Az) — sin(wt — Az))
= 2\ T1e ™ cos(wt — Ax)

La constante attendue est donc k = 555.

m Gradient et lignes de niveau SR

On considére une colline modélisée par la fonction altitude f : R? — R définie par :
flz,y) =100 — 2® -y

On s’intéresse au point A de coordonnées (3,4).

1. (a) Calculer 'altitude au point A.
(b) Montrer que ’équation de la ligne de niveau passant par A est le cercle d’équation
z? + y? = 25.
(a) f(3,4) =100 — 3% — 4% = 100 — 9 — 16 = 75. L’altitude est de 75.

(b) La ligne de niveau passant par A correspond & ’ensemble des points (z,y) tels que

[z, y) =75
100—3102—y2 = 75 <— x2+y2 =25

C’est bien 1’équation d’un cercle centré a ’origine et de rayon 5.

2. On décide de marcher le long de cette ligne de niveau. On peut décrire la position a
I'instant ¢ par le paramétrage suivant :

{m(t) = 5cos(t)

y(t) = 5sin(t)

On note M (t) le point de coordonnées (x(t),y(t)).

(a) Calculer le vecteur vitesse (ou vecteur tangent) ¥(t) en dérivant x(t) et y(t)
par rapport a t.

(b) Calculer le vecteur gradient V f au point M (t).


https://openyourmath.org/exercise/sfRx
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(a) Le vecteur vitesse est donné par la dérivée des composantes du paramétrage :

- () - (228)

b) Les dérivées partielles de f sont of — oz et U = —2y. Au point M (t), le gradient
ox oy
vaut : ( )
= —2(5cost —10cost
VM) = <—2(5 sint)) - (—IOSint)

3. Effectuer le produit scalaire entre le vecteur gradient V(M (t)) et le vecteur vitesse
U(t). Que constatez-vous ? Quelle propriété géométrique cela vérifie-t-il ?

Calculons le produit scalaire :
VI(M(t))-7(t) = (—10cost)(=5sint) + (—10sint)(5 cost)
= 50costsint — 50sintcost = 0

Le produit scalaire est nul pour tout ¢. On constate que le gradient est orthogonal au vecteur
vitesse. Cela vérifie la propriété selon laquelle le gradient est toujours normal (perpendiculaire)

a la ligne de niveau.

4. On note h(t) 'altitude a I'instant ¢. On a donc h(t) = f(x(t),y(t)).
(a) Remplacer z(t) et y(t) dans Pexpression de f pour trouver I’expression explicite
de h(t).
(b) Dériver h(t) par rapport a t. Le résultat est-il cohérent avec la définition d’une
ligne de niveau ?

(a) h(t) =100 — (5cost)® — (5sint)? = 100 — 25(cos® ¢ + sin® t). Comme cos® ¢ +sin® ¢t = 1,
on a h(t) = 100 — 25 = 75.

(b) La fonction h(t) est constante, donc sa dérivée est nulle : h'(t) = 0. C’est cohérent
car se déplacer sur une ligne de niveau signifie par définition que l'altitude ne change
pas. Remarque : On retrouve ici la régle de la chaine, car on a vérifié que 2 f(M(t)) =
Vf-o(t) =0.

X)) rrobieme de continuité

Soit f :R? — R définie par :

zy(z? —y?) o
(.%', y) — 2 + y2
0 si (x,y) = (0,0)

&
X
8
N
1

1. La fonction f est-elle continue en (0,0) ?


https://openyourmath.org/exercise/aUnN
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On peut passer en coordonnées polaires en posant = 7cos(f) et y = rsin(f) : en utilisant
Iinégalité triangulaire et le fait que |cos(f)] < 1 et |sin(f)| < 1, on obtient la majoration
suivante : |f(z,y)| < TXT(:Z+T2) < 2r? . 0. On peut ainsi conclure que f est bien continue
en (0,0).
0 0
2. Calculer %(w,y) et agj(av,y) pour (z,y) # (0,0).
Les formules de dérivation usuelles s’appliquent sur ’expression de f en tout point (z,y) #
(0,0) :
of y(z* + 42%y? — y*
% () = U =B
ox (" + o?)
0 —z)(y* + 4%z — z*
al(m’y):( )y - y22 )
y (2 +9?)
of of
3. Calculer —(0,0) et =—(0,0).
To.0 e F 0.0
On ne peut pas utiliser des formules de dérivation puisqu’il n’y a pas d’expression de la fonction

Ex 7

au voisinage de ce point. On doit donc revenir & la définition et regarder la limite du taux
d’accroissement pour chaque variable.

Dér

67.}[ T f(hvo)_f(070)_

i D)= Ty h =0

al T f(0>h)_f(070)_

5y (0) = Jim Z= =t = 0

ivées partielles et regle des chaines Sndd

On considere une boite dont la longueur /¢, la largeur w et la hauteur h varient au cours du

temps ¢.

A Tinstant tg, les dimensions de la boite sont £ = 1 m, w = h = 2 m. A ce méme instant, on
sait que ¢ et w augmentent de 2m/s et h diminue de 3m/s.
On note V le volume, S la surface et D la longueur de la diagonale de cette boite.

1. Exprimer V', S et D comme fonction des trois variables ¢, w, h.

On écrit V(¢,w,h) =€ x w x h, S({,w, h) = 2(wh + wl + hl), D = +/£? + w? + h2.
. oD
2. Exprimer %(ﬁ,w,h).
oD _ 2h _ h
%(f,w,h) T o/ 4w24h2 A 2tw2th2

3. Que valent ¢'(tg), w'(to), h'(to) ?


https://openyourmath.org/exercise/6n4q
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D’apres I’énoncé, £ (to) = w'(to) = 2, h'(to) = —3.

4. On pose V(t) = V(£(t),w(t), h(t)). Exprimer %‘g, ‘;V et ah puis en calculant une dérivée
partielle, déterminer les taux de variations a l'instant ty du volume, de la surface et de
la diagonale de cette boite.

Le taux de variation du volume est modélisé par la dérivée de V par rapport au temps. On
peut voir V' comme la composée de la fonction ¢ — (£(t),w(t), h(t) avec la fonction de trois
variables (¢, w,h) — £ x w X h.

D’apres la regle des chaines,

oV A% /
% (t0) = S (e(to),w(to), h(to)) x £ (to)
A% , oV '
+ 5, (W(to), w(to), h(to)) x w'(to) + —-(h(fo), w(to), h(to)) x R (to)
w oh

Or a—V(é w, h) = wh, ‘Z‘U/)(é w, h) = Lh et ‘W(Z w, h) = lw.
Donc en substituant, on obtient :

A%

(to) = £ (to)w(to)h(to) + £(to)w’ (to)h(to) + £(to)w(to)h' (to)
=2X2x2+1x2%x2+1x2x(=3)
=6m°®/s

ot

En suivant le méme raisonnement avec la regle des chaines, on obtient :

%(to) = 20 (to)(w(to) + h(to)) + 2w’ (to)(L(to) + h(to)) + 2R’ (to)(£(to) + w(to))
= 10m?/s
et enfin
aﬁ(t ) = f(to)[’(to) + ’w(to)w/(to) F h(to)h/(to)
ot V2 (to) + w2(to) + h2(to)
= 0m/s
m Composition de fonctions xch

Soient f et g deux fonctions d’une variable, de classe C?(R). On définit une fonction ¢: R? — R
par :

o(x,y) = zf(r +y) +yg(z +y)
dp

Op
1. Calculer — et —— en fonction de z,y, f’, ¢’
ox oy


https://openyourmath.org/exercise/zxCh
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Par composition, ¢ est dérivable en tout point (z,y) € R? et par dérivation d’un produit et
application de la régle des chaines on a :

g—i(x,y):f(x+y)+m><1><f’(m+y)+y><1><g’(x+y)
=flz+y) +zf(x+y) +yd (z+v)
dp

a—y@ y) =zf'(x+y) + gz +y) +yg'(x + )

P Po  Po P

o2’ oy’ oz oy’ Oy?

2. Calculer les dérivées partielles secondes x en fonction de

/)

z,y, 1,9, ", 4"

On redérive les expressions ci-dessus :
3250 0 ’ /
s @y) = o (fz+y) +of'(z +y) +y9' (@ +))
=1xflle+y)+Ax fle+y)+zx1x fz+y)+yx1xg'(z+y)
=2f'(z+y) +zf"(z +y) +yg"(z +y)
%

TyQ(w, y)=zf (x+y)+2¢'(x+y) +yg" (z +y)

m(w,y) = % (zf (z+y)+9(z+y) +yd (z+y))

=fl@+y)+zf'(@+y) +d@+y) +y9' (= +y)

02 Vi .. . p
3. Observer que Y _ Y Quel théoreme du cours permet de prévoir ce résultat ?
oxr oy 0Oy ox
Puisque f est de classe C* au voisinage de tout point (z,%y) le théoréme de Schwarz s’ap-
2
plique (Th 2.10 du cours) et permet de conclure qu’en tout point (x,y) € R?, ai (gy (z,y) =
%
4. En déduire la valeur de :
) % %
ox? oxr oy  Oy?
2
Il suffit de remplacer par les expressions trouvées ci-dessus, simplifier et on trouve g—f(:v, y) —
0
% %p
92 f 2P,y =0
72 0y (=,y) + % (z,9)
(Ex9 Calcul de dérivées partielles

On pose f : R? — R définie pour tout (z,y) € R? par :

$2+:cy

f(x7y) = 32


https://openyourmath.org/exercise/BAmc
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0 %
1. Préciser 'ensemble de dérivabilité de f et calculer a—i(m,y) et 6£($’y)

La fonction f admet des dérivées partielles en tout point (x,y) € R? tel que y # 0 :

ox 32

0 212 T

l( Y) = T3 T 3

dy Yy Yy
_ —2z% — zy
= 7

2. On note F : R — R la fonction définie pour tout t € R par F(t) — t? + t.
x
En remarquant que f(x,y) = F | — ], et en utilisant les regles de dérivation composée,

retrouver les expressions obtenues a la question m

Dans un premier temps, on remarque que F est dérivable en tout point t € R et F'(¢) = 2t + 1.
D’autre part, par application de la regle des chaines, on peut calculer

Tew-%(r(%))
-(7(2)*2(2)

II
S
+ —
|8
N—
_l’_
—_
~_
X
S

Y
2x +y
= "
De méme,
of _ 0 T
won =5 ()

Différentiabilité

Soit f: R? — R définie par :
—323 + 5y3 .
fwy) =4 e o @9#00)
0 si (z,y) = (0,0)

1. La fonction f est-elle continue en (0,0)?

10
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Notons tout d’abord que f est une fraction rationnelle sur R? — {(0,0)} donc elle y est définie
et C®. Comme f est par ailleurs définie en (0,0), on a Dy = R

Pour étudier la continuité en (0,0), on étudie la différence f(z,y) — f(0,0) et on passe comme
souvent en coordonnées polaires.

—3(rcos0)® + 5(rsin 0)?
(r cos @) (rsin 0)2

r3(—3cos? @ + 5sin® 0)
z

f(rcosf,rsin@) — f(0,0) =

p
r(—3cos® 6 + 5sin® 0)

On obtient la majoration

|f(rcos@,rsinf) — £(0,0)| < r(| — 3cos® 8] + 5|sin®9)|)
(3+5)r

—> 0 indépendamment de 6
r—0

<
<

Ainsi f(z,y) ( )—E : £(0,0), ce qui prouve que ‘ f est continue en (0, 0). ‘
z,y)— (0,0

2. Calculer gf et Zf pour (z,y) # (0,0).

T 0y

Pour (z,y) # (0,0), on applique les formules classiques de dérivation.

of % [-32° + 5¢°] (2 + y*) — (=32 + 5y3)% [z + ]
%(m,y) = (22 + 42)2
(—922)(2* + y°) — (—32® + 5y°)(2z)
(2 + y2)2
—32% — 92%y% — 1029°
(22 + y2)2

et

O a3 31 (02 4 02\ _ (_2.3 50 r o 9
=ay[3x +5y°] (2 + y°) — (=3z +5y)ay[x + v

(1'2 o y2)2
(15y°) (z® + y?) — (=32° + 54°)(2y)
(2132 +y2)2
_ 623y + 15x%y* + 5yt
(1172 B y2)2

of of
3. Calculer %(0,0) et @(0,0).

On revient a la définition en étudiant les taux d’accroissement.

f(h7 0) f(07 0) — Sh /h O —_ _3 _37 dOnC g
h h h—0 ox

(0,0) = -3

et
f(07 k) — f(Oa O) 5k3/k2 —

of
A W ) P 5 donc a—y

(0,0)=5

4. La fonction f est-elle de classe C* en (0,0)?

11
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Pour établir si f est C* en (0,0), on doit étudier

— si Z—i(m,y) (resp. g—ch(:c,y)) admet une limite quand (z,y) — (0,0) puis
. o 7 . of . of
— si cette limite est égale & —(0,0) = —3 (resp. & =(0,0) = 5)
or oy
Regardons les limites de Z—i et %(x, y) quand (z,y) — (0, 0) selon 3 chemins : la droite y = 0,
la droite x = 0, la droite z = y. Nous avons :
of of of 11
Vw0 -3 Toy-o L1
of of of 13
Two -0 Lon-s Leo-—
... of . 0f 5 . -
Ainsi ni %(w,y) ni a—y(w,y) n’admettent de limites quand (z,y) — (0,0). A fortiori elles ne

sont pas continues en (0,0) donc ‘ f n’est pas C* en (0,0) ‘

5. La fonction f est-elle différentiable en (0,0) ?

Comme f admet des dérivées partielles en (0, 0), il est possible que f soit différentiable en (0, 0)
et si elle lest, sa différentielle df(0,0) est nécessairement égale & —3dx + 5dy. Puisque f n’est
pas de classe C', on ne peut pas conclure directement & la différentiabilité et il faut étudier la
limite de

f(h,k) = f(0,0) — [(=3)h + 5k]
N
quand (h, k) — (0,0). Or
f(h,k) — £(0,0) — (—3h + 5k)
/e

= (passage en polaires h = 7 cos,k = rsin0)

r(—3cos® @ + 5sin® §) + 3r cos § — 5rsin O
r
—3cos® 0 + 5sin® @ + 3cos @ — 5sin h

Cette quantité n’a pas de limite quand » — 04 puisqu’elle dépend de 6. A fortiori, elle ne tend

pas vers 0, ce qui signifie par définition que ‘ f n’est pas différentiable en (0, 0). ‘

Différentiabilité

Soit la fonction f: R? — R définie par :

2,3
flz,y) = x;:if?ﬂ si (z,y) # (0,0)
e si (z,y) = (0,0)

1. La fonction f est-elle continue sur R??

12

ngXa
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Tout d’abord, on remarque que f est bien définie sur R%. Elle est continue (et méme C'® sur
R? — {(0,0)} en tant que fraction rationnelle. Pour étudier la continuité en (0,0), on passe en
coordonnées polaires :

(r cos 0)?(r sin 6)*
(rcos@)? + (rsinf)?

2.3
= rcos” fsin” 0

f(rcosf,rsin@) — f(0,0) =

11 suit

|f(rcos@,rsinf) — f(0,0)| <r

—> 0 indépendamment de 6
r—0+

Ainsi f est continue en (0,0), et finalement ‘ f est continue sur R?

2. Calculer grad f(x,y) pour (z,y) # (0,0).

pour (z,y) # (0,0)

i [ x2y3 :|
grad fe) = | G 7Y
| oy [:v2 + yQ]

(2zy°) (=* + y°) — (2%y%)(22)
I‘2 4= y2 2
Bz*y")(=* + v*) — («®y%)(2y)
(CUQ 4= y2)2

_ 1 2zy°
= 7(322 )2 why? + 22yt

3. La fonction f est-elle de classe C! sur R??
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Nous avons
— existence des dérivées partielles

f(h,0) — £(0,0) =0 0 donc g(O, 0) existe et vaut 0
h h—0 or

f(0,h) — f(0,0) =0 0 donc a—f(07 0) existe et vaut 0
h h—0 oy

— continuité des dérivées partielles

of of 2wy
6793(33"1/) - %(070) =@ 0

(passage en polaires)

5

2 .
= 2r% cosOsin® 0

Donc

g—i(x,y) — %(0,0) < 2r? ot 0 indépendamment de 6

De maniére analogue,
0 0 a'y? + 2*y*
I (mn) - Lo, =TLFTY
oy oy (22 +9?)
(passage en polaires)
= 72 cos® O sin® 0
Donc

i z,y) — ﬁ(O,O) <7? — 0 indépendamment de 6
r—0+

f?y(’) dy

On conclut que f est C* en (0,0). Par ailleurs, f est C' sur R® — {(0,0)}. Au final

4. La fonction f est-elle différentiable sur R??

‘ f est différentiable sur R? | car elle est C. C’est Papplication du théoréme 2.9 du poly.
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