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Déterminants 3
ACADEMIE
MILITAIRE
Version web
Ex 1 Déterminant nul bQc3
Sans calculs (ou presque), justifier que les déterminants suivants sont nuls.
2 3 0 7 1 6 7 14
16 25 31 12 -1 1 0 0
A=lg o o0 o “27|2 46 4
1 —-11 1 0 0 11 2
La matrice comporte une ligne de zéro donc par propriété du déterminant :
2 3 0o 7
16 25 31 12
A=l o o o0
1 —-11 1 0
Pour le calcul de As, on remarque que Cs = C1 + Co, donc :
C1 C2 C3 Cq
1 6 7 14
A= -1 1 0 0 |=0
2 4 6 4
0 1 1 2
m Calcul de déterminants de matrices triangulaires NE
Calculer les déterminants suivants :
1 0 2 1 1 5
‘; :2))‘ 3 -1 2 2 1 -1
1 -1 0 3 2 5
2 —b4 120 —-40
_12 _31 (2) 0 3 —56 132
9 4 8 0 0 -5 212
0 0 0 4


https://openyourmath.org/exercise/list?list=tQCJ,vnJs,qjd1,lCVu,kOVx,bl4k,Fe1h,AGDn,MPPL,femq,PxjQ
https://openyourmath.org/exercise/tQCJ
https://openyourmath.org/exercise/vnJs
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2 3

Développement par rapport a la premiére ligne :

’1 Z ‘=1><3—2><2=—1

1 0 2
3 -1 2|=1x| "} 2‘—0+2><‘3 _l‘zlx(Q)—0+2><(—2)=—2
-1 0 1 -1
1 -1 0
On fait apparaitre des 0 dans la premiére colonne :
11 5 0 1 1 5 G 11 1 5
2 1 -1 = 30 0 —1 —-11 |= ¥4 0 -1 —-11 [=1x(-1)x1=-1
3 2 5 g 1o -1 -10 ls+10,1 0 O 1

On fait apparaitre des 0 dans la premiere colonne :

1 -1 2 1 1 -1 2 41 1 -1 2
2 3 0 |=0-26|10 1 4|= 2 0 1 4 |=1x1x(-20)=-20
2 4 8 9 0 6 4| 4 ¢,/ 0 0 =20

On fait apparaitre des 0 dans la deuxiéme ligne :

Ji ]2 ez 4 J1+Cs c2—2C3 |3 Ja
-1 3 1 -4 0 1 1 —4 3 1 —4
0 2 1 0 |= 0 0 1 0 =—0+0—-1x 3 —2 —-11]|+0
-5 1 3 -1 3 —2 3 -1 -7 5 1
-2 1 -7 5 —2 1
—2 1 3 -1 3 -2
=(—1)><[3>< 5 1 '—1>< 1 ‘+(—4)>< BT H
=—[3x3—1x(—4)+ (4) x 1]
-9

Le déterminant est triangulaire. Il est donc égal au produit des termes de la diagonale :
2 —54 120 —40
0 3 —56 132
0 0 -5 212
0 0 0 4

=2x3x (=5) x4=-120

m Factoriser dans un déterminant T
a® ab ac

Soit P= | ab b*> be |. Justifier que det P = 0.
ac be 2

On remarque que ’on peut mettre : - a en facteur de la premieére ligne; - b en facteur de la deuxieme
ligne; - ¢ en facteur de la troisieme ligne; Ainsi :

2

a® ab ac a b ¢ a b ¢ a b ¢
detP=|ab b bc |=alab b bec|=abl a b ¢ |=abcla b ¢ |=0
ac be ac be ac be a b ¢
a b c
a b c|=0
a b


https://openyourmath.org/exercise/qjd1
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m Déterminant d’un produit Lovd

Soient A et B deux matrices carrées telles que det(AB) = —2,det(B) > 0, et B = B~
Déterminer det(A).

On a det(A - B) = det(A) x det(B) = —2, et B = B™' = det(B) = det (B™"). Or det (B™") =

(det(B))™!, aussi :

det(B) = det (B™") = (det(B)) ™" = ﬁ(B) < (det(B))® =1 & det(B) = +1

Puisque det(B) > 0,det(B) = +1 et det(A) = —2.

m Déterminant d’un produit oV

1. En utilisant le déterminant, justifier I'existence d’une matrice A vérifiant :

5 4 3 01 -1
76 5|=(11 1 |xA
2 01 1 0 1

puis déterminer A.


https://openyourmath.org/exercise/lCVu
https://openyourmath.org/exercise/kOVx
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Remarque : Compte-tenu des régles du produit matriciel, si elles existent, les matrices A et B
0 1 -1 0 1 -1
sont des matrices 3 x 3. Puisque |1 1 1 |#0,lamatrice M = |1 1 1 | est inversible
1 0 1 1 0 1
et : L L
0 1 -1\ 5 4 3 0 1 -1\ 0 1 -1
1 1 1 x|7 6 5= 1 1 1 1 1 1 A=A
1 0 1 2 0 1 1 0 1 1 0 1
Id
—il
0 1 -1 1 -1 2
On calcule 1 1 1 = 0 1 —1 | par I'une ou ’autre méthode d’inversion.
1 0 1 -1 1 -1
Méthode 1 : Par la méthode du pivot de Gauss. Posons :
0 1 -1 1 0 0
M=|1 1 1 Is=| 0 1 0
1 0 1 0 0 1
Permutons la premiere et la troisieme ligne :
1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 1 0
0 1 -1 1 0 0
Retranchons la premieére ligne de la deuxiéme :
1 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 -1
0 1 -1 1 0 0
Retranchons la deuxiéme ligne de la troisieme :
1 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 -1
0 0 -1 1 -1 1
Changeons le signe de la troisieme ligne :
1 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 -1
0 0 1 -1 1 -1
Retranchons la troisieme ligne de la premiere :
1 0 0 1 -1 2
Ii=| 0 1 0 0 1 -1 |=M"
0 0 1 -1 1 -1
2. Peut-on déterminer une matrice B telle que :
5 4 3 1 2 3
7 6 5|=Bx |2 3 417
2 01 1 2 3
En revanche, puisque VM, N € M, (R)det(M x N) = det(M) x det(N), il n’existe pas de
5 4 3 1 2 3 5 4 3
matrice B € M3(R) telle que 7T 6 5 |=B-|2 3 4 Jcar|7 6 5| #0et
2 0 1 1 2 3 2 0 1

— N =
N W N
W = W
II
(en)
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XD calcul de déterminant

Calculer les déterminants ci-dessous en indiquant la méthode de calcul :

95 x T r T
2 § =l 2 x 0 x r T
A . . 2 ; Ny = |—x z 0 B B
e 1 1 o x x r 0 =«
2 -1 1 -1
-z —x —x —x 0
2 3 -1 3 1 1 2 1 I =1
1 1 2 1 2 3 -1 3 Us =1
Al = = ’
-1 2 1 1 -1 2 1 1 I3 =3
2 -1 1 -1 2 -1 1 -1 7 = fla
1 1 2 1 ", = l'l
0 1 -5 1 1=1Us—20
0 3 3 2 s =15+ 1
0 -3 -3 -3 Iy =14 — 204
S T
=313 3 2|=3(-3-2+15+3+3-10)=3.6
0 3 3 2 1 1 1
0 1 1 1
T T X T Cl 02—01 03—01 C4—Cl 05 —Cl
—x 0 z @® @ —T 0 0 0 0
No=| -2 —x O r x |=| —x 0 2z 25 2z
—-r —x - 0 a3 —x 0 0 2x 2z
—x —x —x —x 0 —x 0 0 0 T
x 2x 2z 2x
_ 0 x= 2z 2
o 0 0 =z 2
0 O 0 x
Ex 7 Déterminant de Vandermonde
Montrer que :
1 1
a b ¢ |=(c—a)b—a)(c—Db)
a2 b2 2

bl4K


https://openyourmath.org/exercise/bl4k
https://openyourmath.org/exercise/Fe1h
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11 1 i Je=] Js—h
a b ¢ |=| a 0 0
a® v a® V¥ —ad® P*-a?
c1 c2  Jz—c2
1 0 0
=0b-alc-a| 0
a> b+a c—b
=(b—a)(c—a)(c—b)
X)) Ccalcul de déterminant
Calculer :
a? ab ab b?
A ab a2 b ab
ab b a® ab |’
b2 ab ab a2
ou a et b sont deux réels non nuls.
2 2 In
a  ab ab b a?—b 0 0
A ab a® b° ab — 0y — 0, 0 2— b b —a?
ab b a®> ab ab b2 a2
2 2
b ab ab a b2 ab ab
1 0 0 —1 1
_ 2 a2 [0 1 =1 0 |_ o 2 | 0
- (a 0 ) ab b a® ab | (@=0)"-(a+d) ab
b2 ab ab a? b?
c1+c2+c3+cy
0 0 0 -1
_ 2 2 0 1 -1 0
=(a=b)"-(a+b)" (a-i—b)2 b2 a® ab
(a+b)? ab ab d?
0 O 0 -1
N2 4 0 1 -1 0 |_ _ 2. 4
= (a—1b)"(a+b) L 2 a2 ab T (a—0)"-(a+b)
1 ab ab d?
0 1 -1 0 1 0 s s
A=|1 8 & |=|1 1 2+p ‘1 “2+bb
1 ab ab 1 ab 2ab a

b? — o2
0
ab
2
0 0 -1
1 -1 0
> a®> ab
ab ab a2
0o 1 -1
1 ¥ a2
1 ab ab
=a% +b%—2ab

AGDnl


https://openyourmath.org/exercise/AGDn
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m Matrices inversibles PPI

Les matrices suivantes sont-elles inversibles 7 Dans 'affirmative, déterminer la matrice inverse.

2 1 0 O
9 5 1 2 3 -1 0 2 9 0 1 1
A= . B=|-124)|;, c=( 0o 2 1], D=
1 3 0 1 2 9 5 0 o -1 1 -2
0 2 1 1
det A = _12 g ‘ =(—2)x3—-5x1=—11 # 0, donc A inversible. Pour M = ( Z 2 ) avec a.d-b.c
_ d —c
;éO’M 1:a~dib.c(_b a )
-1_ 1 /=35
AT ( 12 )
1 2 3
Y4
detB = | -1 2 4| =" LA = 1x S = 1 # 0, donc B inversible. Calcul des
5] 0 1 2 1 2
0o 1 2
cofacteurs :
2 4 -1 4 -1 2
B11=(+1)X 1 2‘=0 Blz=(—1)>< 0 2‘=2 B13=(+1)X 0 1'=—1
2 3 1 3 1 2
By = (—1) X 1 92 =—1 Bs = (+1) X 0 2 ‘ =2 Bos = (—1) X 0 1 ’ =—-1
2 3 1 3 1 2
Bgl=(+1)>< 9 4 =% B32=(—1)>< 1 4 ‘——7 ng=(+1)>< 1 9 }=4
On en déduit la comatrice :
~ 0 2 -1
B = -1 2 -1
2 7 4
Et la matrice inverse :
0o -1 2
B*'=| 2 2 7
-1 -1 4
inversible. Calcul des cofacteurs :
2 1 0 1 0 2
011=(+1)>< _5 O‘=5 012=(1)>< 9 0‘:_2 Cl3=(+1)>< _9 _5 =4
0o 2 -1 2 -1 0
Co = (—1) x 5 0 ‘ =—-10 Ca2 = (+1) x 2 0= 4 Cas = (—1) ‘ o _5|= -5
0 2 -1 2 -1 0
Cs1 = (+1) X 9 1 ‘ =—4 Cso = (—1) X 0 1 =1 Cs3 = (-1—1) X 0 9 ’ = -2

On en déduit la comatrice :

Et la matrice inverse :

, 5 —10 -4
c = 3 -2 4 1
4 -5 -2

Matrices inversibles Fend

Dire si les matrices suivantes sont inversibles. Si oui, donner leur inverse :


https://openyourmath.org/exercise/MPPL
https://openyourmath.org/exercise/femq
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-3 0 0
0 2 0
A= 0 0 3+
0 O 0

=% =3
p- (7 )

Q
Il
7N
N8
_ w

0
0
4 0

o o o
S O O
S
O N O .
@)
~
@)

=2

(4 5) (4 5%7)

> en fonction du parametre x € C

-3 0 0 0
0 2 0 0
A=1 0 0 3+4i o0
0 0 0 -2

est une matrice diagonale dont le déterminant est non nul :

Elle est donc inversible, et

det A = (—3) x (2i) x (3+4i) x (—2) #0

-+ 0 0 o0
_ 0o —-i 0 0
A 1 = 2 1
0 0 535 O
0 0 0 —%
1 2 -1 0
0o 0 0 -— . . . . . .
B = 00 i 0 est une matrice diagonale dont le déterminant est nul : B n’est pas inversible.
0 0 O 2
detB=1x0x1x2=0
i 2 =1 0
0 -2 4 -1 , . .
detC = 2 0 ; 0 |= 0 car ¢ = —2¢4. Donc C n’est pas inversible.
0 1 -2 0,5

-2 -3
D—( 1 9 )estune

D est inversible, et :

2 3
E7<_4 _6>estune

FE n’est pas inversible. F' =
sible.
det(G) =

matrice 2 x 2 dont le déterminant est non nul :
det D =(-2)x2—1x(=3)=-1%#0
R 2 3 [ =2 =3\ _
-4 5)-(F )0
matrice 2 x 2 dont le déterminant est nul :
det E =2 x (—6)—3x(—4) =0

2 -1 . p .
( 4 i 6 3 ) n’est pas une matrice carrée, elle n’est donc pas inver-

N R

? ‘=x—2><3=m—67&0©m7é6.PourmeR\{G}:

=3
Gl = ;15 x ( L ) = ( e )
-2 & Es6 x—6
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Matrices inversibles b0

a+1 -1 —a
Déterminer a tel que la matrice M, = 1 a -1 soit inversible. Déterminer alors
—1 0 2a+1
son inverse.

a+1 -1 —a c1+ca+cez —1 —c1
det M, = 1 a —1 = a a -1
-1 0 2a+1 2a 0 2a+1
0 -1 —a
= 1 a -1
facteur | 2 0 2a+1
de co
I R
b3 — 205

0 —2a 2a+3
=a-[-1x[(-1) x (2a + 3) — (—2a) x (—a)]]
=a- (2a2+2a+3)

[ S

discriminant A>0

M, inversible ssi a # 0. Calcul des cofacteurs :

| a —1 5.2 _ 1 —1 _ _ 1 a |
Mu=lg gq41 |72 ta Me= '71 2a+1'_ 2a M”_’fl o~ "
_ —1 —a _ _Ja+1 —a 52 _ a+1 —-1]
M21——‘ 0 2a+1‘—2a+1 Mooy = 1 2a+1‘—2a +2a+1 Moz = 1 0 '—1
-1 - 1 — 1 -1
Ms; = “loa®+1 Myp=-| %t 121 Mg=|2T =a’+a+l
a —1 1 —1 1
on en déduit :
_ 2a° +a —2a a
M=| 2a+1 2*+2a+1 1
a®+1 1 a?+a+1
~ 2d® + a 2a + 1 a®+1
‘M = —2a  20°+2a+1 1
a 1 a?+a+1
Pour a # 0 :
N 20° + a 2a + 1 a’?+1
M= — —2a  2a®+2a+1 1
a K 2
a-(2a® + 2a + 3) a 1 Pt g d)


https://openyourmath.org/exercise/PxjQ

