ESM3/ISD ALEA - Chapitre 1

Exercices de cours

1 Densité et fonction de répartition

Ex 1 Densité de probabilité

xT12

Soit la fonction f = %1[_1;2].
1. Vérifier que f définit une densité de probabilité.

On vérifie que f est une fonction positive et son intégrale vaut Sizg f(x)dx = 31 %dx =1.
2. Soit X une variable aléatoire ayant pour densité f. Calculer P(1 < X < 3).

PA<X<3) =31 1pde =1 do =3

X)) Calcul de probabilité

2¢  sixze[0;1]

Soit une fonction f: z — )
0 sinon

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

(a) f est positive sur R.
(b) V_'z f(z)dz = Sé 2xdr = [xQ]; =1,

Donc f est une densité de probabilité.

2. Ecrire f al’aide d’une fonction indicatrice z +— 1 4(x) ou A est un ensemble a préciser.

f(z) = 2z1[0;1)().

3. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité de probabilité. Calculer P(X <
et P(-1 < X <0.2).
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] Fonction de répartition —

Soit A > 0 et X une variable aléatoire admettant pour densité f(z) = Ae™ 1o, oo(2).

1. Vérifier que f définit bien une fonction densité, puis déterminer la fonction de répartition
Fx de X.

11 suffit de vérifier que f(z) = 0 pour tout z € R puis de calculer :

JJrOO f(z)dx = fﬂo e Mdx

—0 0

[ _)\x:l+oo
= [—e
0

=1

On détermine maintenant la fonction de répartition : soit t € R;
— sit <0, alors Fx(t) = St_oo f(z)dz = St_oo 0dz = 0;

— sit>0,alors Fx(t) = f(z)dz = S‘iw Odz + §; A da = 0+ [—e‘“]g =1—e .

2. Exprimer P(—1 < X < 1) en fonction de Fx et en déduire une valeur numérique.

P(-1<X <1)=Fx(l)— Fx(-1)
=(1- e_A) -0
=1-¢?
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m Fonction de répartition, démonstration de cours 16n

Soit F' la fonction de répartition d’une variable aléatoire X quelconque. Démontrer que F' est
une fonction croissante et continue & droite sur R.

Soit X une variable aléatoire : alors si z < y, on a linclusion d’événements | — c0; 2] <] — o0; y] puis
par croissance d’une mesure de probabilité, P(] — o0; z]) < P(] — o0;y]) soit Fx(z) < Fx(y). Le point
1 est démontré.

Soit ¢t € R et une suite (hy) qui converge vers 0 et telle que pour tout n € N, h, > 0. Quitte & extraire
une sous-suite décroissante, on suppose que la suite (h,) est décroissante. Alors Fx (t + hy) — Fx (t) =
P(X €]t;t + hy]. Or la suite d’événements (A,) définie par A, = {X €]t;t + h,]} est décroissante donc
P(NAn) = P(&) = 0. Le point 2 est

d’apres le théoreme de continuité décroissante, P(A,,)
n—+0o0

démontré.

m Démonstration de cours sur la fonction de répartition 5TE

Soit F'x une fonction de répartition admettant un point de discontinuité en xg € R.
Démontrer que le saut pg = Fx(xo) — Fx(z; ) est égal a P(X = z9).

La limite a gauche se traduit par Fix (z, ) = lim Fx(zo — hyn) = lim P(X < zo — hy) donc
hn—0,hp >0 hn—0,hp >0
Po = hmhn—>0,hn>0 P(X E]ZIJO — hn; :L’o])
Or la suite d’événements (B,,) définie par B, = {X €|zo — hn;zo]} est décroissante donc d’aprés le
théoréme de continuité décroissante, P(By) — P(N Bn) = P({zo}).
m Changement de variable 7%

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme #([0;2]). On pose ¥ = max(1, X).

1. Déterminer la fonction de répartition de X.

0 sit<O
Cest du cours : Fix(t) = £ sit€]0;2[; E(X) =1et V(X) =4/12=1/3.
1 sit>2

2. Déterminer la fonction de répartition de Y.

Soit te R : Fy (t) = P(Y <t) = P({1 <t} n {X < t}). On distingue trois cas :
Sit=2:P(Y <t)=1;

Sil<t<2:P(Y<t)=P(X<t)=1%;

Sit<1,P(Y <t)=0.

On remarque que Fy n’est pas continue en 1 (mais elle est bien continue & droite en 1.).

3. Calculer la probabilité P(Y = 1).


https://openyourmath.org/exercise/jI8R
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On remarque que Y =1 <= X <ldoncP(Y =1)=P(X <1) =1/2.
On sait aussi d’apres le cours que P(Y = 1) = liIP Fy —limFy = Fy(1) —0=1/2.
1 =

4. La variable aléatoire Y est-elle discrete ? absolument continue 7 Justifier.
La variable aléatoire Y n’est pas discrete car sa fonction de répartition n’est pas en escalier.
Elle n’est pas non plus absolument continue car sa fonction de répartition n’est pas continue

partout (discontinuité en 1).

Ex 7 Propriété des fonctions de répartition 1003

Soit la fonction F' définie pour tout x réel par

ae® six <0
F(x) = 1 .
—5¢ " +b siz=0
1. Déterminer des conditions sur les réels a et b de sorte qu’il existe une variable aléatoire
réelle X telle que F soit la fonction de répartition de X.

2. A quelles conditions cette fonction F définit-elle la fonction de répartition d’une variable
aléatoire a densité?

I1 est nécessaire que b = 1 pour que &mF = 1.
0

Pour que F soit croissante, il est nécessaire que a >0 et F(07) < F(0) soit a <b— 3 = 1.
Dans tous les cas, F' est bien continue & droite.
Réciproquement, F' vérifie toutes les conditions suffisantes pour que F' soit une fonction de répartition.

Si on ajoute la condition que a = % alors F' est continue sur R et c’est la fonction de répartition d’une

variable absolument continue.


https://openyourmath.org/exercise/M00y
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2 Changement de variable

m Fonctions de répartition et changement de variable Foud

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0; 1]. On rappelle que X admet pour

densité :

f(z) = 10.)(2)

A l’aide d’une fonction de répartition, déterminer la loi de la variable aléatoire 2.X.

Soit t € R et Fyx la fonction de répartition de la variable aléatoire 2X : alors

Fox(t) = P(2X < t)

t
-P(x<:
(x<3)

= J 1[0;1](:1:)d:c

e+

—o0
0 sit<O0

={1 si0<t<2
1 sit>=2

La fonction Fbx est dérivable presque partout (sauf en 0 et en 2). Sa dérivée coincide donc presque
partout avec une fonction densité g de la variable 2X. On peut donc poser

9(z) = 121 (2)

et on conclut que 2X suit une loi uniforme sur [0; 2].

m Changement de variable oy

Soit X une variable aléatoire absolument continue dont la densité est donnée par

On cherche & identifier la loi de Y = X?2.


https://openyourmath.org/exercise/Louq
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1. pour tout t, Fy(t) = P(X? < t)
2. sit>0, {X? <t} ={Xe[-VtEVi};
sit<0{X’<t}=0
3. donc pour tout t = 0,
+/t 1
it
: _HVEL g
si 0 <t<1alors Fy(t) = 7ﬁ5dx—\/i
sit > 1 alors Fy (t) = 14 idz =
4. pour tout t €]0; 1[, Fy est dérivable en t et Fy (t) = %% donc en intégrant, Fy (t)
de sorte que Fy (0) =0 et Fy (1) = 1.
Pour résumer ces conditions, on peut écrire que pour tout t € R,
Fy(t) = f 11 on(@)ds
Y - o 2 \/5 [051]
On en déduit que Y admet pour densité la fonction g: x — ﬁl[o;l] (z)
Fonctions de répartition et changement de variable

Soit f une fonction réelle définie par

2

re~ 7  six >0
f(z) =

0 siz <O

ENNT]

1. Montrer que f est une densité de probabilité. On définit X une variable aléatoire ad-

mettant f comme densité.

11 suffit de vérifier que f(z) = 0 pour tout € R puis de calculer :

fﬂo f(x)dx = J-Ho xeiédx

— 0

2. Déterminer la fonction de répartition F' de la variable aléatoire Y = X2 en fonction de

celle de X. En déduire la densité de la variable Y.


https://openyourmath.org/exercise/tNNT

ESM3/ISD ALEA - Chapitre 1

Soit t € R et Fy2 la fonction de répartition de la variable aléatoire X? : alors

_JP(=VESX <VE) sit>0
0 sit<0
_ S{f/gf(x)dm sit>0
0 sit<0
12
- Saﬂl’e_Tda: sit>0
0 sit<0
_ [—677] sit>0
a 0
0 sit<O

La fonction Fx2 est dérivable presque partout (sauf en 0). Sa dérivée coincide donc presque
partout avec une fonction densité g de la variable X2. On peut donc poser

i3

g(z) = 3¢ 2 10,4 o[ ()

et on conclut que X2 suit une loi exponentielle de paramétre A = %
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3 Lois usuelles et espérance

Etude d’une loi de probabilité xd

On considere la fonction f définie sur R par
Ar size 0,1
fley= {07 re ol
0 six¢[0,1].

1. Calculer A pour que f soit la densité d’une variable aléatoire absolument continue X.

Pour que f soit une densité, il faut que f soit positive sur R (ce qui est le cas ici) et que

§g f(x)dz = 1. Or

(" N B
J}Rf(m)d:c—fo)\xdm—[gw ]0—5

donc A\ = 2.

2. Déterminer P (X < 1) et P(X < 2| X > I).

1\ 3 a0
P(x<y)-[ row-61%-;
L 2 ffoede [ 2
P(X<3|X>1>=P(3<Xf3)= . - 8_3_3
3 3 P(X > 3) 1-P(X<3) 1-5 5 8
3. Calculer E(X) et V(X).
! 2 41" 2
E(X) =f xf(x)dx=f 2¢% dz = [7363] ==
R 0 3 0 3
V() =B B = [ ar@ e (2) = [La] 51 4oL
- RS 3) T2, 972 97 1
Parametres de la loi uniforme 7P

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a;b]. Calculer E(X) et V(X).


https://openyourmath.org/exercise/j4xc
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Soit f une fonction densité de X. Il suffit de calculer

+
E(X) = j zf(z)dz

I
Q 3
S
8
X
S
|
u
8

a
1 b a?
“b-a x (5_?)
(b+a)b—a)
2(b—a)

a+b
2

Pour calculer la variance V(X), il reste a calculer :

E(X?) = fﬂo 2’ f(z)dx

_ L (¥ _a
" b—a 3 3

a? + 2ab + b2
3

puis on applique la formule de Huygens :
V(X) = E(X*) - E(X)?
_d®+2ab+b <a+b)2

3 2
(b—a)?
12

Loi de Cauchy o

Soit f une fonction définie pour tout xz € R par f(z) = %Hlﬂ.

1. Vérifier que f définit une densité de probabilité. On note X une variable aléatoire
admettant f pour densité.

11 suffit de vérifier que f(z) = 0 pour tout z € R puis de calculer :

Jﬂo flz)dz = fﬂo ! #dm

o oy Tl a2

+00
—o0

(5-(-2))

— [arctan(z)]

2. Montrer que X n’admet pas de moment d’ordre 1.


https://openyourmath.org/exercise/z2ZN
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On remarque que T X ﬁ ~ 1 donc par comparaison, la fonction z — zf(z) n’est pas
T—+00

intégrable au voisinage de +00. Donc X n’est pas intégrable et E(X) n’existe pas.

3. Calculer la fonction de répartition de X.

Soit te R :

Fx(t) =

[arctan(z)]*

—0o0

(arctan(t) = g)

| I
I e B e i}
8
~
&
I
8

1
+ — arctan(t)
T

4. Déterminer la fonction de répartition de Y = arctan(X) et en déduire sa loi.

On sait que —5 <Y < 7. Donc si t < —F alors Fy(t) = 0 et si t > § alors Fy () = 1. Soit
te[-5:3]:

Fy(t) = P(X < tan(t))

1 tan()
= [arctan(z)]
i

)

On reconnait la fonction de répartition d’une loi uniforme U ([—

5:31)-

m Moments de la loi exponentielle 78Dd

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A > 0. Démontrer
I’existence des moments d’ordre n de X pour tout n € N puis les calculer.

On sait par comparaison que la fonction z +— ze
calculer par théoréme de transfert pour tout n € N* :

¥ est intégrable au voisinage de +00 donc on peut

+
E(X™) = )\f e Mdx
0
n_—Ax ] T® +00
1 _ _
=\ [m € ] + fnj 2" e Mdx
-2 ], A o

_ E n—1
- ZE(X")

De plus, on a immédiatement que E(X°) = 1 donc par récurrence, on obtient :

n n!

10
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4 Loi normale

La densité suivante définit la loi normale centrée réduite : pour tout x € R,

f@) = = %

On admet que sz f(z)dz =1 (calcul de I'intégrale de Gauss).

Propriétés de la loi normale centrée réduite Teur

Soit Z une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite N (0,1).
Justifier que P(Z > 0) = 3 et que pour tout réel a € R, P(Z < —a) = P(Z > a).

.’L‘2 .’E2
On sait que P(Z > 0) = (Too \/% e zdr=1 fzg \/% e~ 2 dx par parité de la fonction intégrée. Or

2
+o00 1 _z= 9.5 3 P
— 3
“w Vor © dx d’ou le premier résultat.

De méme, on a par changement de variable u = —x et parité :

—a 1 22 a 1 w2 +0o0 1 w2
P(Z < —a) = —e_wa=—j —e_Tdu=J —— e 2du=P(Z>a
( ) J o V2T +oo V2T o V2T ( )

Démonstrations de cours pour la loi normale L21]

Soit X une variable aléatoire dont la loi est déterminée par la fonction densité définie pour tout

z e R par :

avec 4 € R et o > 0 fixés.

1. A T'aide d’un changement de variable, calculer E(X).

On exprime 'intégrale en posant le changement de variable affine u = *>¢ <= z =ou + p :

E(X) J e f ()

+00 1 w2
=j (ou+ p) 2 odu

e
—6 o/ 21
o 400 —ﬁd 1 +00 —ﬁd
= — ue 2 au+ p X —— e 2au
\ 2T J’—oo s vV 2T f—oo
1 +00 w2
=0+ X—J e 2 du
: V2T J_o
=0+px1
=M

2. Calculer la variance de X.

11
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On utilise le méme changement de variable :

B —0f) = = [ e [-3 (E52) ] as

devient, apres changement de variables ci-dessus :

E((X -p?) = % f: u” exp [—“;] du.

En intégrant par parties, on trouve directement que

E(X - u)Z) =0

3. Soit Z = % Déterminer la loi de Z.

En effectuant toujours le méme changement de variables u = =¥, on a pour tout réel ¢ :

ot+p . 2 t 2
P(Zét)=P(X<at+u)J Ui\}%exp[—% (HCUN) ]da:=f %ﬂexp[—%]du.
—o0

—0o0

La densité de la variable aléatoire Y est donc la fonction

fr(u) = \/%exp [—%2] ;

qui correspond & celle de la loi normale centrée réduite .4/ (0, 1).

Loi normale, calculs numériques foul

1. A Daide des tables de valeurs, calculer P(—1.2 < Z < 1.1) ou Z suit une loi A(0, 1).

On exprime la probabilité a I’aide de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite
notée o :
P(-12<Z2<11)=P(Z<11)-P(Z < -1.2)
=P(Z<11)-P(Z >1.2) par symétrie
=P(Z<11)—-(1-P(Z<1.2)
=®(1.1)+®(1.2) -1
~ 0,75

2. A Paide des tables de valeurs, calculer P(70 < QI < 130) ot QI suit une loi (100, 0 =
15).

On pose Z = w de telle sorte que Z suit une loi normale centrée réduite. On exprime alors

15 15 15
=P(-2<Z<2)

—2x®(2)—1

~ 0,95

P(70 < QI < 130) = P (70—100 < QI — 100 < 130 — 100)

12
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3. A T'aide des tables de valeurs, déterminer un réel ¢ tel que P(|X — 5| < t) = 95% ou X
suit une loi N (5,0 = 1).

On pose Z = X — 5 de telle sorte que Z suit une loi normale centrée réduite. On exprime alors

P(|X —5|<t)=P(—t <X —-5<1t)
=P(-t<Z<t)
=2x®(t)—1

On cherche t € R tel que

P(IX — 5| <t) =095 «— 2x &(t) — 1 =0.95
< O(t) =0.975

— t=~ 1,96 par lecture inverse de la table

13
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5 Couple de variables aléatoires

Densité 5xZH

Soit la fonction f définie sur R? par :

f(xay) = 2673:672:[11(]R+)2 (IL',y)
1. Vérifier que f définit une densité de probabilité.

On vérifie que pour tout (z,y) € R?, f(z,y) = 0. De plus, par le théoréme de Fubini,

+00 p+o0 +00 400
f f(z,y)dzdy = J J' 2e¢ "¢~ Vdudy
—o J-o o Jo

+00 +0
= J e “dx f 2¢” ¥ dy
0 0

=1

2. Calculer P(X > 1,Y < 1), P(X <Y) et P(X < a).

On applique la définition et on trouve P(X > 1,Y < 1) = e '(1 —e?),P(X <Y) = % et
PX<a)=1—e""

Lois marginales o

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires suivant une loi uniforme sur le disque unité D
centré en (0,0).

1. Déterminer le réel « tel que f: (z,y) — alp(z,y) soit une densité caractérisant la loi
du couple (X,Y).

Le disque D a pour aire 7 donc (X,Y) admet pour densité f(z,y) = 1p(z,y)

2. Déterminer la loi de X.

D’apreés le cours, X admet pour densité fx définie par fx(z) = SR flz,y)dy = %S{y2<1_22} dy.
—V1l—22<y<+1-—2a2

Ory’<1—2z? — v Y * donc
-l<z<l1

+1/1—22
@) = L@ | dy = 2T )

14
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m Densité d’une somme Rosd

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi uniforme sur
[0;1].
Déterminer la loide S = X +Y.

Si X et Y suivent chacune une loi uniforme sur [0; 1], alors S = X + Y admet une densité h définie par

S

h(s) = fl 1[0;17(s — x)dx = J 10,17 (u)du

0 s—1
— sis<Oalorss—z <0eth(s) =0
— si0<s < 1lalors h(s) = §; 1jo.17(w)du = s
— sil < s <2 alors h(s) = Si_l 1o,y (u)du =2 — s
— si2 < s alors h(s) =0
En tracant cette densité, on voit apparaitre une loi triangulaire.

Densité d’une somme B

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi N'(0,1). Dé-
terminer la loide S = X +Y.

Si X et Y suivent chacune une loi A'(0, 1), alors S = X + Y admet une densité h définie par

(s=2)2 _ 52
h(s) = i e 2 e 2 dx
2 Jp
Or —(s —xz)* — 2 = —% —2(z — £)? donc
1 .2 (z—35)2 1 _s2 1 __s?
h(s) = —e 4]6(“: dr = —e T xAfT=—¢ 227
( ) 2T R 21 f V22

Donc S suit une loi normale de moyenne p = 0 et d’écart-type o = /2.

m Min et Max bXIK

Soit X1, .., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant chacune une méme loi exponen-
tielle £(\) de parametre A > 0.
1. Calculer la fonction de répartition de la variable max(Xy, ..., X;) et en déduire la loi de

cette variable aléatoire.

15
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On note V' = max(Xy,...,Xn). On sait que P(V < t) = P((X1 <t) n..n (Xn < t)) et par
indépendance des variables qui suivent chacune une méme loi, on en déduit que

1—e™" sit=0

0 sinon

On obtient ainsi la fonction de répartition de V. La densité de V' s’obtient en dérivant cette

fonction.

2. Calculer la loi de la variable min(Xy, ..., X,).

On note U = min(Xjy, ..., Xy). On sait que P(U > t) = P(X1 =2 ¢) n ... n (X = 1)) et par
indépendance des variables qui suivent chacune une méme loi, on en déduit que

et §it>=0
1 sinon

On en déduit que la fonction de répartition de U est la fonction

: 1—e ™ sit>0
>
sinon

Une fonction densité de U s’obtient en dérivant cette fonction de répartition.

6 Inégalités, approximations

Une population de personnes doit voter a 1’élection présidentielle. La proportion souhaitant
voter pour la candidate Mme A. est inconnue, on la note p. Pour approcher cette valeur, on
effectue un sondage sur n personnes : ’échantillon est modélisé par une suite de variables
indépendantes (X1, ..., X;,) suivant chacune une loi de Bernoulli de parametre p

aléatoires

Estimation par inégalité

(X; =1 si le i-éme individu souhaite voter pour Mme A., X; = 0 sinon).

On note S, = >, | X; de sorte que % représente la proportion de personnes votant pour Mme

A. dans I’échantillon.

1. Quelle est la loi suivie par .S, 7

Sp suit une loi binomiale B(n, p).

2. Déterminer 'espérance et la variance de %

On en déduit que E(S,) = np et V(Sn) = np(1 — p). D’aprés les propriétés de I'espérance et

de la variance, on en déduit que E (ST") =petV (57") = @.

3. Soit € > 0. Démontrer que

16
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D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
P (% i) < 252

n
et on conclut en remarquant que p(l — p) < i.

4. Comment choisir la taille de ’échantillon de sorte que le résultat du sondage soit proche
de p & e = 0.05 preés avec une probabilité supérieure & 95% ?

Il faut choisir n tel que inez < 0.05, on peut prendre n = 2000.

m Optimisation par approximation bual

Un usager de train effectue régulieremment 100 trajets par mois en premiere classe. On admet
qu’a chacun de ses voyages, cet usager a une chance sur dix d’étre controlé.

On suppose que cet usager fraude systématiquement en voyageant en premiere classe avec un
titre de transport de seconde classe. La différence entre le prix d’un billet de premiere classe et
celui d’un billet de seconde classe est de 1 euro. En cas de contréle, le montant de 'amende a
payer est noté « euros.

Quel est le montant minimum de 'amende « qu’il faudrait infliger a cet usager pour qu’il
soit dissuadé de frauder en étant financierement perdant a la fin du mois avec une probabilité
supérieure a 95% ?

Soit X le nombre de fois dans le mois ol I'usager est controlé. On a X ~ (100, 0.1).

Sur un mois, I'usager fait un bénéfice de 100 x 1 euros sur sa fraude et perd X X « euros en amende.
On cherche « tel que P(100 — Xa < 0) > 0.95.

On sait que E(X) = 100 x 0.1 = 10 et V(X) =100 x 0.1 x 0.9 = 9.

D’aprés le théoréme central limite, la variable aléatoire Z = X 510 suit approximativement une loi
normale centrée réduite.

Or P(100 — Xa < 0) = P(X > 199) = P(Z > w). On cherche donc « tel que P(Z > w) >
0.95.

On a P(Z > W) =1- P(Z< 100/%10) =1- @(mo/%m). On cherche donc a tel que

1@ (1028210 > 0,95 soit & (228=12) < 0.05.

Par lecture de la table de la loi normale centrée réduite, on trouve 100/%10 < —1.65 soit 100/ <
—1.65 x 3 + 10 = 5.05 soit o > 100/5.05 = 19.8.

L’amende doit donc étre supérieure a 19.8 euros pour que l'usager soit dissuadé de frauder en étant
financiérement perdant a la fin du mois avec une probabilité supérieure a 95%.

m Application du théoréme central limite STE
Soit X1, Xo,..., X100 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-

buées suivant une loi de moyenne p = 30 et de variance o2 = 16. Soit S = 221201 X;.
Quelle est la distribution de la variable aléatoire S selon le théoréme central limite 7
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Les variables aléatoires X1, Xa,..., X100 sont indépendantes et identiquement distribuées suivant une
loi de moyenne ;o = 30 et de variance o> = 16. La loi de chaque variable X; n’est pas connue mais on
sait que la moyenne et la variance sont finies. D’apres le théoréeme central limite, la variable aléatoire
Z = SJE"U“ suit approximativement une loi normale centrée réduite avec n = 100 considéré comme
grand.

Autrement dit, la variable aléatoire S suit approximativement une loi normale avec une moyenne donnée

par nu = 100 x 30 = 3000 et une variance donnée par no? = 100 x 16 = 1600.

Calculez la probabilité que la somme S soit inférieure a 2900.

Pour trouver cette probabilité, on centre et on réduit la variable aléatoire :

_ S—pus _S—3000

os /1600
Donc, nous cherchons

2900 — 3000
P(Z<—F— | =P(Z<-25).
( 1/1600 ) ( )

En utilisant la table de loi (ou un calculateur approprié), nous trouvons que la probabilité recherchée
est d’environ 0.0062.

Z
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Eixercices type examen

SAINT-CYR COETQUIDAN

m Simulation d’une loi normale

C5Fg

On tire sur une cible munie d’un repére orthonormé centrée sur son origine O. On note (X,Y)
les coordonnées cartésiennes d’un tir. On remarque que lorsque le tireur vise le centre de la
cible, la loi suivie par (X,Y) admet une densité

1 a2y

s
On note R la distance entre le point d’impact et le point visé.

1. Calculer les lois marginales du couple (X,Y). Les variables X et Y sont-elles indépen-
dantes ?

La densité marginale pour X est exprimée par

Ix(x) = JRf(w, y)dy
V21 —a?

==

2
I
= — ¢ 2
V2

1 2

e 2. On a ainsi f(z,y) = fx(z) x fy(y) ce qui permet
2T
de conclure que X et Y sont deux variables indépendantes suivant chacune une loi normale
centrée réduite.

De méme, on calcule fy(y) =

2. Ecrire la fonction de répartition de R sous la forme d’une intégrale double, puis effectuer
le changement de variables en coordonnées polaires pour simplifier I’expression.

On note Dy = {(z,y) e R?, 2 + ¢> < t?}. Sit >0, Fr(t) = P(R < t) = P((X,Y) € D;) donc
1 —x2_q2
F = — 2
r(t) ff 2776 dxdy
Dy

On effectue dans 'intégrale double un changement de variables en coordonnées polaires : on a

dxdy = rdrdf d’ou
2wt t
Fr(t) = J f e_r2/2rdrﬁ = J re " 12 dp
o Jo 27 0

et Fr(t) =0sit<0.
3. En déduire une densité de R. La loi obtenue s’appelle la loi de Rayleigh .

On en déduit que la fonction fr(r) = Te_r2/21R+

4. Montrer que R? suit une loi exponentielle £(1/2).
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Soit h une fonction continue bornée quelconque :

+00

E(h(R?)) = J h(r)re_rz/er

0

+00 1 ”
= J h(u)=e 2du
0 2
Par identification, on en déduit une densité de R? définie par frz(u) = %e_% 1g, (u), on recon-

nait une loi exponentielle £ (%)

5. Montrer que si © est la variable aléatoire telle que X = Rcos(©), Y = Rsin(0), alors
© suit une loi uniforme sur 'intervalle [0; 27].
Soit h une fonction continue bornée quelconque :

2

E(h(R,©)) = H %h(r(z, W), 00z, y))e 7" dudy

27 r+00 1 2
=LL h(r,@)%e rdrdf

Par identification, on en déduit qu'une densité du couple (R, ®) est définie pour tout (r,8) € R?
par :

R
g('r'7 0) = Ere 1R+><[0;27r[(7'7 9)

Pour obtenir la loi de ©, il suffit de calculer pour tout 6 € R :

fo(0) ngm 6)dr

1
2w

On en déduit que (R, ©) est un couple de variables aléatoires indépendantes et que © suit une

1>< [O;27r[(rv 9)

loi uniforme sur [0; 27[.

6. En déduire une simulation de la loi du couple (X,Y).

def Normale2() : theta = 2*pi*rand() r = sqrt(-2*log(rand())) return r*cos(theta),r*sin(theta)

Files d’attente PhTy

On considere deux files d’attente indépendantes. Deux personnes arrivent simultanément et se
présentent respectivement aux deux files d’attente. On note X le temps d’attente de la premiere
personne, Y le temps d’attente de la seconde personne, en minutes. On supposera que X et Y
suivent chacune une loi exponentielle de parametre A = 2.

1. Quel est le temps d’attente moyen pour chaque personne ?

Puisque X et Y suivent chacune une loi exponentielle de parameétre A = 2, on a E(X) = E(Y) =

0.5 minutes, ce qui donne le temps d’attente moyen pour chaque personne.

2. Quelle est la densité de la variable X2 ? la variable —Y ?

20


https://openyourmath.org/exercise/9hTr

ESM3/ISD ALEA - Chapitre 1

Pour obtenir la loi de X2, on cherche sa densité par identification. Soit A une fonction continue
bornée quelconque :

2 e 2
E(h(X7)) =L h(z")2e” “*dx

+ 2/E 1
= 2 —2Vu_ =
L h(u)e 2ﬁdu
672\/5

Par identification, on en déduit une densité de X2 définie par fy2(z) = o 1r, (z).
On procede de méme pour obtenir la loi de —Y :

E(h(-Y)) = J+Oo h(—z)2e *"dzx

0

=.f_w2hﬁnem‘x(—du)

0
0
= J 2h(u)e*" du
—0
Par identification, on en déduit une densité de —Y définie par f_y (y) = 2¢*1r_(y) = fy (—y).

3. Calculer la probabilité que la différence d’attente entre les deux personnes soit inférieure
a 1 minute.

v
On calcule P(|JX —Y| < 1) = P(-1 < X — Y < 1) en utilisant la loi du couple (X,Y). Par
indépendance de X et Y, le couple (X,Y) admet pour densité g(z,y) = 2e2* x 26721"‘1]1@r (z,y).
La probabilité cherchée est
P(X - Y| < 1) = [[ gla,y)dody
D
ot D = {(z,y) eR?, 2> 0,y>0,-1l<z—y<1}={ye[0;1],z e [0;1+y]}u{ye]l; 4o,z €
[-1+y1+yl}
On utilise cette décomposition du domaine D pour écrire 'intégrale sous forme d’une somme :
1 pl4y +o00 ry+1
fjg(w,y)a&dy = J J 2e 2" dz2e Y dy +J J 2e 2" dz2e™ Y dy
o Jo 1 y—1
D
1 +o0
_ j 26—214(1 _ 6—2(1+y))dy +f (6—2(1/—1) _ 6—2(y+1))(1 _ 6—2(1+y))
0 1
_ 1 _ 1 _ 1 _
=1—%€2+§€6 +§€2—§66
—1-¢?
Mélange de lois, fonction de répartition RV

Soit Z une variable aléatoire admettant une fonction de répartition Fz définie par :

=) siz <0
Fyz(z) = % si0<z<l1
1— siz>1
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Graphique : https://www.geogebra.org/m/vat8nub8

1. Vérifier que Fz définit bien une fonction de répartition.

Fz est définie continue a droite et croissante sur R. De plus, on a lim Fz(xz) = 0 et
——00
lixf Fz(z) = 1. 1l s’agit donc bien d’une fonction de répartition.
T—+00

2. Calculer P(Z = 0) et P(Z = 1). Peut-on dire que Z est une variable aléatoire absolument
continue ?

P(Z=0)=Fz0")—Fz(07)=2—-5=5eP(Z=1)=F(1")-Fz(17) =2 -

27 1
Comme P(Z = 0) # 0, la variable Z n’est pas absolument continue.

3. On considere Y: © — {0;1} une variable aléatoire discrete dont la loi est définie par
P(Y = k) = aP(Z = k) pour tout k € {0;1} ol @ est un parameétre réel & déterminer.

(a) Montrer que nécessairement, a = 32

=
OnaP(Y =0) =aP(Z =0) = ja et P(Y = 1) = aP(Z = 1) = $a. Comme P(Y =

0) + P(Y = 1) = 1, on en déduit que a = 2.

(b) Déterminer la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire Y.

0 pour t <0
La fonction de répartition de Y vaut Fy(t) = S P(Y =0) pour 0 <t < 1 donc
PY =0)+P(Y =1) pour ¢t > 1.
0 pourt <0
Fy (t) = gpour0<t<1
1 pour ¢t > 1.

4. On pose F(z) = Fz(z) — % Fy(z) pour tout z € R. Tracer le graphe de la fonction F.
ﬁ pour z < 0
F(x) =FZ(37)_1%FY($)= ipour0<m<1
7 1

E—B—Ipourmzl.

5. Démontrer qu’en multipliant F' par une constante, on obtient la fonction de répartition
d’une variable aléatoire que ’on notera X.

La fonction %Fz est définie continue et croissante sur R. De plus, on a lim 1—72Fz (z) =0
T—>—00
et lirf 1—72Fz(x) = 1. Il est donc clair que 1—72F est la fonction de répartition d’une variable
T—+00

aléatoire X, qui est absolument continue.

6. Déterminer une densité de probabilité de la variable X.
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Par dérivation,
12 ﬁ pour z < 0
fx(z) = 7F)/((29) Opour 0 <z <1
7%2 pour z > 1
m Suite de variables aléatoires 71O

Soit X une variable aléatoire réelle de densité fy définie par

ol # est un parametre réel tel que 0] # 1.
1. A quelles conditions sur # la fonction fy est bien une densité de probabilité ?

La fonction fy est une densité de probabilité si elle est intégrable, positive sur R et d’intégrale
égale a 1.
— La positivité impose —1 < 6 < 1.
— (g fo(x) dz = 521/2(1 —0) dz + Sé/Q(l +0) doz = %(1 — @)+ %(l +6) = 1 donc ne fournit
pas de condition spécifique sur 6.

En synthése, fo est une densité si et seulement si [0] < 1.

2. Calculer I'espérance de X.

C’est une simple application de la définition

E[X] = fo fola) da

0 1/2
J z(1—0) dx-l—j z(1+6) dx
—1/2

0

S

3. Soient n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes et identiquement distribuées selon
la loi de X. On définit les variables aléatoires :

Un =Y Neoo)(Xe) Vo= Loy (Xi)

i=1 i=1

(a) Vérifier que si 1 < i < n alors la variable aléatoire 1o, 4o0[(X;) suit une loi de
Bernoulli dont on précisera le parametre.
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La variable aléatoire
P =P(Ljo;400[(Xs) = 1) = P(Xi €]0; +oo[) = fo(z)dz =

d’ott 1o, 4o (Xs) ~ B (1£2).

(b) En déduire que V;, suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres.
Les variables aléatoires (X;)ic(1,...,n} étant indépendantes, il en est de méme des va-
riables aléatoires (1o;4o00[(X4))ie(1,.- ,n}, qui sont telles que 1jg,1oop(X:) ~ B (1+9) pour
ie{l,---,n}.

Donc V,, est une somme de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de
1+0 1+9).

parameétre 5%, On en conclut que V,, ~ B (n, 13

(c) Vérifier que la variable aléatoire U,, + V,, est constante.

II
D=
—

Il
S

Z 1] ooO] +1]0+oo Z

s
Il
—

(d) Calculer I'espérance de la variable aléatoire —— Un.

E(‘/n—Un):E(M)=EE(Vn)_1=3xn 12ﬂ—1_0
n

n n

(e) Vérifier que E(U,V,) = (n? — n)# et en déduire cov(Uy, Vy,).
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E(UnVp) = E((n — Va)Va) = nE(Va) — E(V2)

or V,, ~ B (n, 1*2'—9) donc
— E(Va) =nx ¢
— V(Va) =nx 22 x (1- 2) = 2(1-6?), or V(Va) = E(V;?) — E(V;)? donc

E(V?2) = %(1—92)+"£(1+e)2
d’ott
E(UnVn) = ”;(1 +0) - (%(1 —0°) + %2(1 +a)2)
— %2(1+a)(2—(1+9))—§(1—92)
-2 -0 -2a-e)
2 1—6?

On en déduit la covariance :

cov(Un, Vo) = E(Un Vi) — E(U,)E(V;)

- ”24_ %(1- 6% —E(n - Vu)E(Va)

_n 4—n(1_92)_(n_%(1+0))g(1+9)
=2 ta-)-Sa-a)
=16

Vo — U,
(f) Montrer que la variance de ——— tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
n

Vo —Un 1
v (T) = =5 (V(Un) + V(Va) = 200v(Un, Vi)
1
= —5 (2V(Va) = 2c0v(Un, Va)) car  V(Up) =V(n—Vy) =V(V,)
_l (e ta_e
- (2(1 0) + (1 -0 ))
_pn2
_1-
n n— -+00
Lois, fonctions caractéristiques pour un couple MeE

Pour tout (z,y) € R%, on pose :
f<x7y) = k(l + xy(xQ - y2)>1[—1;1]2(x7y)'

1. Déterminer la valeur de k pour que f soit une densité de probabilité associée a un couple
de variables aléatoires (X,Y).
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f est positive sur R si k > 0. Par ailleurs,
1 pl
J f(z,y)dzdy = J k(1 + 23y — 2y dady
R2 —1J-1
! 1 1 !
= f k [m 4 1x4y = f:c2y3] dy
—il

2 r=—1
1
= f 2kdy
-1

= 4k.

Pour k = i, f est positive sur R et J f(z)dxz =1 donc f est une densité de probabilité.
R

2. Déterminer les densités marginales du couple (X,Y’), ainsi que leurs fonctions caracté-
ristiques. Les variables X et Y sont-elles indépendantes 7

Les lois marginales de X et de Y sont
fx(x) = J f(z,y)dy
R
1

1
= 11[,1;1] (z) J 1+ 2y — xyS)dy
1

= %1[,1;1] (.T)

Par symétrie, on obtient fy (y) = 2x[—1;1](y). Donc X et Y sont deux variables aléatoires de
loi uniforme sur [—1;1].
Soit t € R.

¢x (1) = E(e"Y)

= J e fx (x)dzr (théoréme de transfert)
R

1
— EJ‘ eztzdx
2 —1

111 4"
—§|:E€ :| Slt?’éo

x=—1
I TV ST N
—ﬁ(e —e ) sit#0
=S1tit sit 0.

Pour t =0, ¢x(t) = E(1) =1 = }irr(l)Si;‘t donc pour tout ¢ € R, ¢x (t) = *2¢. Comme X et Y

sint
=L
Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes car leur densité jointe n’est pas le

sont de méme loi, on a également pour tout ¢ € R, ¢y (t) =

produit de leurs densités marginales.

3. Calculer la fonction caractéristique de X + Y.
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Soit t € R*. On a
¢X+Y (t) _ ]E(eitxeitY)

e e f(x,y)dedy (théoréme de transfert)

2
1o 1/ - 1 -
J J e e dxdy + 1 (J J—11m3ye’me”ydaﬂdy - J J—llmygezme”ydmdy)
—1J-1 =1 -1
1 1
J e’md:cJ eYdy + 0
—il —il
IPRTI o
ﬁ(e e ):|
_ (sint 2
S\t
et par continuité de la fonction ¢ —

sint 2
VtER, ¢X+y(t) = (7) o

R

[ II
= = 5

Il
—

L’;‘t en 0, on obtient :

t

Ici, on peut remarquer que nous avons 1’égalité ¢ x 1y = ¢x ¢y malgré le fait que les variables

aléatoires X et Y ne soient pas indépendantes.
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